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L Theü. 

Mechanische Quadratur. 



§ 1. Unter den verschiedenen Methoden zur genäherten Be- 
stimmung der Integrale, oder wie es in der Sprache der älteren 
Analysten hiess, zur genäherten Quadratur krummliniger Figuren*) 
nennt Gauss die Newton-Cotesische, welche sich auf die Inter- 
polationsmethode gründet, eine der brauchbarsten.**) 

Um das Integral einer continuirlichen Function tp(x) zwischen 
gegebenen Grenzen g und h angenähert zu berechnen, wenn der 
Werth von iJjQc) für Abscissen x = a^^ Cj, etc., c«, die in dem 
Intervalle von g bis A liegen, bekannt ist, sucht Newton eine 
ganze Function w— 1**^" Grades q>(x) auf, welche für die be- 
treffenden Abscissen mit t/;(a?) übereinstimmt.***) Das leicht aus- 
zuführende genaue Integral von g>(op)^ zwischen denselben Grenzen 
g und h, vertritt dann näherungsweise die Stelle der Quadratur der 



*) Newton, Methodns difTerentialis, in der Ausgabe von Horsley, London 
1779, T. I. auf S. 521—528, prop. VI: Figuram quamcunque curvilineam quadrare 
qnamproxime, cujus Ordinatae aliquot inveniri possunt. Jacobi giebt im 1. Bde. 
V. Grelle' 8 Joum. S. 302 an, dass dieser Methodus etc. zuerst in der Amsterdamer 
Ausgabe der Frincipia phil. nat erschienen sei, welche auf Kosten von Bentley 
veranstaltet wurde. 

*^ Gottingische gelehrte Anzeigen. 1814 September 26, Werke III, S. 202 
bis 206, auf S. 202. Ich habe mir erlaubt, an einigen Stellen die Wortfassung von 
Gauss beizubehalten, z. B. an der, welche Co tes betrifft, dessen Verdienste Gauss 
scharf zeichnet. 

*^*) Prop. IV. Si recta aliqua in partes quotcunque inaequales . . . dividatur, 
et ad puncta divisionum erigantur parallelae . . . , invenire Curvam Gcometricam 
generis Farabolici, quae per omnium erectarum terminos transibit. 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctioneu. 2f. Aufl. X 
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vorgegebenen Function, und zwar bis zu jedem beliebigen Grade 
von Genauigkeit, wenn man eine hinreichend grosse Zahl n der 
Ordinaten v(jr) in Anwendung bringt. 

Newton empfiehlt (Scholium) die Construction von Tafeln, 
wobei man die a in arithmetischer Reihe auf einander folgen lassen 
solle , und giebt selbst das Resultat der Rechnung für n := 4 an : 
Wenn A die Summe aus der ersten und letzten Ordinate (ftlr a^= g 
und a^ = h)j B aus der zweiten und dritten bezeichnet, so sei an- 
enähert das Integral, der gesuchte Flächeninhalt, gleich 



S 



^(A + SB). 

Cotes, welcher flttr sich, und ehe noch Newton* s Schrift 
Methodus difierentialis erschienen war, schon im Jahre 1707, ähn- 
liche Untersuchungen augestellt hatte, wurde durch die zierliche 
Form, in welcher Newton das Endresultat in obigem Beispiele 
dargestellt hatte (pulcherrima et utilissima regula nennt es Cotes) 
bewogen, diese Vorschriften weiter und bis auf den Fall von 11 Ordi- 
naten auszudehnen. Das Resultat, mit Eiuschluss der von Newton 
gewünschten Tafeln, giebt er bis n = 11 (S. u. § 4) am Schluss der 
Abhandlung de methodo differentiali , welche einen Theil der Har- 
monia mensurarum ausmacht, ohne sich über das Verfahren, wo- 
durch er sie berechnet hat, weiter zu erklären. 

Das Folgende enthält zunächst eine Darstellung der Newton- 
Cotesischen Methode in der Sprache der heutigen Aualysis. Hierauf 
wird gezeigt, wie Gauss*) eine grössere Annäherung erreicht, in- 
dem er die n Abscissen a in q)(x) nicht mehr in einer arithmetischen 
Reihe auf einander folgen lässt, sondern ftlr sie die Wurzeln einer 
gewissen Gleichung n^" Grades setzt. Einen Platz in diesem Hand- 
buche erhält die Darstellung der Näherungsmethode von Gauss, 
weil jene Gleichung zur Bestimmung der c in P'^ix) = übergeht 
sobald g = —1, A = 1 gesetzt wird. Dies soll bei den folgenden 
Untersuchungen immer geschehen; der allgemeinere Fall lässt sich 
auf diesen specielleren durch die Substitution 

h + g h — g 



*) Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi. Comment. 
80C. reg. scient. Gottingensis rec. Vol. III, 1816 (Roc. reg. scient. exhibita 1814 Sept. 16. 
Werke III, S. 163—196. 
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zurückfuhren, indem man offenbar hat 

9 -1 

Z. B. besteht zwischen einem Integrale in den Grenzen und 1, 
und eiüem solchen in den Grenzen —1 und 1 die Beziehung 

—1 

Bleibt tp(x) unverändert, wenn man xiu —x verwandelt, so hat man 

f\{x)dx ^f\Q^)dx. 
—1 —1 

§ 2. Von den verschiedenen Functionen der Veränderlichen x, 
welche für n gegebene Werthe von x, die durch a,, a,, etc., c« 
bezeichnet werden, willkürlich gegebene Werthe c,, c„ etc., c« an- 
nehmen, ist eine ganz und vom Grade n— 1; man kann hinzufügen, 
dass es auch nur eine solche giebt. Setzt man 

(1) . . . JV(aj) = (a; — c,)(a; — cj...(a?— a») 

so ist diese Function 

Da nämlich JV(ar) Null, also Ji(x) gleich iV(a:)— iV(ay) wird und 
daher durch x—ay getheilt werden kann, so hat der Factor von 
Cy in dem vorstehenden Aggregat den Grad w— 1. Für x^Oy 
verwandelt er sich in 1, während zugleich die Factoren der übrigen 
Constanten c verschwinden. Gäbe es ferner noch eine zweite Func- 
tion mit denselben Eigenschaften, so wäre die Differenz dieser und 
der ersten eine ganze Function, höchstens vom Grade n— 1, die 
fttr « = «,, ttj, etc., Cn verschwindet, also durch die Function JV(a?) 
von höherem, dem it^ Grade theilbar sein müsste. 

Setzt man statt c^^c^^ etc. die Werthe, welche xp^x) für n ver- 
schiedene Abscissen rc = a, , a,, etc. annimmt, die in dem Intervalle 
von —1 bis 1 oder auch zum Theil auf den Grenzen liegen mögen, 
Bo ist 

(2) . . . q>{x) = N(x)Z . ^^^'2r ^ 
^ ^ ^ K=i (x-ay)^\ar) 

die ganze Function, höchstens vom Grade n— 1, welche fUr jene 

1* 
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n Abscissen mit tp(x) übereinstimmt, und auch im ganzen Verlaufe, 
von x = —1 bis a? = 1, der Function xp beliebig nahe bleibt, wenn 
man n gross genug nimmt, und die Abscissen nach einem solchen 
Gesetze wählt, dass die Differenz zwischen je zwei auf einander 

folgenden ay — a^+i, entweder — ist, wie bei der unten folgenden 

Methode von Gotesius, oder doch, mit n multiplicirt, ftlr n = oo 
gleich 1 wird. 

Das Integral der ganzen Function q>(x) lässt sich ausführen, 
und stellt einen angenäherten Werth des gesuchten Integrales von 
tp(x) Yor. Bildet man also aus den n Abscissen cTj, a,, etc. an, 
die zwischen —1 und +1? oder zum Theil auf +1 liegen, nach (1), 
die ganze Function 

iV(a;) = (« — a,Xa? — cj . . . (a? — c„) 
und setzt 

—1 

SO wird ein Näherungswerth von / \p(x)dx gleich 

—1 

(4) . . . J q>(x)dx = A^tp(aJ-\-A,xp(a,) + '" + A^xp(^an). 
—1 

Setzt man tp(x) = 1, so wird q)(x) = 1, woraus sich ergiebt, dass 
die Summe der n Zahlen A gleich 2 ist. 

Ein Beweis dafür, dass q> ein Nälierungswerlh von xp sei, ist mir nicht 
bekannt, weshalb ich unten (§ 11) einen solchen hinzufügen werde. Man scheint 
es in der That bisher für selbstverständlich gehalten zu haben, dass eine ganze 
Function n — 1**° Grades y, welche % Punkte mit einer vorliegenden conlinuir- 
liehen t^ gemein hat, ihr im ganzen Verlaufe, auch in den Punkten, welche 
zwischen den n Punkten liegen, sehr nahe bleibt, wenn n sehr gross ist. Setzt 
man die Summe der ersten n Glieder aus der Reihe für rp(x) gleich f(x)t so 
ist diese Function n — 1^" Grades in der That als Näherungswerth von tp(x) 
zu bezeichnen, da sie sich mit wachsendem n dem xp beliebig nähert. Daher 
ist der Ausdruck 

welcher genau f(x) wird, ein Näherungswerth von iV(x). Ersetzt man in (a) 
die f(ay) durch tp(ay), so dass aus (a) die rechte Seite von (2) entsteht, so 
hat mannen Zähler jedes v**" Gliedes zwar nur um die kleine Grösse xp(ay) — f(cty) 
verändert; nichts desto weniger könnte aber der so entstehende Ausdruck, das 
g>(x) in (2), für grosse Wertlie von n eine erhebliche Acnderimg gegen den 
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froheren Werth f(x) aufweisen, und sich daher weit von der Summe der ersten 
n Glieder in der Reihe für \p entfernen. 

Für die numerische Rechnung freilich lässt sich das Redenken, ob wirklich 
die rechte Seite von (4) als Näherungswerlh des Integrals von \p anzusehen sei, 
leicht beseitigen. Aus den unten folgenden Tafeln ersieht man nämlich, dass 
die Af deren algebraische Summe für jedes n genau 2 ist, Zahlwerthe besitzen, 
deren Summe, wenigstens für alle Werthe von n die man factisch bei der Inter- 
polation benutzt (bei der Methode von Gotes nimmt man n^ll, bei der von 
Gauss 11^7), entweder genau 2 ist oder, wo sie grösser wird, doch noch 
nicht 10 erreicht. Unterscheidet sich t^ von f(jt), jener Summe der ersten 
n Glieder der Reihe für tp(x)t höchstens um einß kleine Grösse e, so wird 
daher die rechte Seite von (4) sich von 

(6) . . . A /"(«.) + ^, /•(«*) + - + A, f(a\) 
um weniger als 10« unterscheiden, und ist andrerseits genau gleich dem Integral 
von f(x) zwischen den Grenzen +1. Dieses unterscheidet sich von dem ge- 
suchten Integrale der Function tp höchstens um 2£, so dass die rechte Seite 
von (4), wenn die Reihe für ip schnell couvcrgirt, in der That ab Näherungs- 
werth des Integrals von tp angesehen werden darf. 

Der Ausdruck (6) ist ebenso gut ein Näh er ungs werth unseres Integrals; 
man darf aber nicht übersehen, dass xp, und nicht f, ab gegeben angenommen 
wird. Liegt eine solche Reihe für xp vollständig vor, so wird es sich oft 
empfehlen, dieselbe Glied für Glied zu integriren, und so das Integral von i^ 
durch Annäherung zu ermitteln. 

§ 3. Wir fassen die Vereinfachungen in's Auge die entstehen, 
sobald man die a so wählt, dass neben jedem positiven a»., ein 
gleiches aber mit dem negativen Zeichen versehenes vorkommt, 
dass man also hat On-k-i-y = —ay, wenn man die a der Grösse 
nach ordnet, was so geschehen soll, dass c, > a, > etc. > a«. 
Diese Vereinfachungen treten bei der Anwendung der beiden Me- 
thoden ein, die wir hier behandeln, sowohl der Newton-Cotesi- 
sehen als auch der von Gauss, und sind bei den numerischen 
Rechnungen besonders zu berücksichtigen. Zunächst ist klar, dass 
für ein ungerades n in diesem Falle auch die Abscisse a = vor- 
kommt. Ferner reicht es hin, die Ay fUr alle Indices zu berechnen, 
welche in nicht Übersteigen, indem diejenigen A einander gleich 
sind, welche zu gleichen aber entgegengesetzten a gehören. Da 
nämlich N(x) eine gerade oder eine ungerade Function ist, so hat 
man 

iV(-ir) = (~l)»JV(a:), JV'(a?) = (-l)»-^JV'(a?), 

und hieraus 
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Führt man unter dem Integrale — rr als Veränderliche statt x ein, 
so geht die rechte Seite in den Ausdruck für Ay über, und man hat 
in der That ^n+i-r = ^k- 

§4. Gotes lässt die Abscissen a in arithmetischer Reihe auf 
einander folgen-, man setzt dazu 

n— 1 n— 3 n~5 

of = :7- , a« = ^ , a. = T-, etc. 

und findet die Werthe der A, nach der Rechnung von Cotes, aus 
der folgenden Tafel: 

Für n = 2, [a^ = 1, .a, = -1] 
ili = 1 = Aj. 

Für n = 3, [a, =1, a, = 0, c, = -1] 

Für n = 4, [a, = 1, a, = i, a, = -i, a, = -^1] 
ilj = ^ = i4^^ A^ = ^ = A^. 
Für n = 5, 

^1=^-7 ^2=li» A=-^- 

Für n = 6, 

Für n = 7, 

^i=iVir, ^2=Üj ^3=TlTr, ^4=-AV- 
Für n = 8, 

^,=-5Wir, 4=iw, 4=Ä, ^4 = im- 

Für n = 9, 

Für n = 10, 

^i=ÄWir, 4=iWH, A=TH7r, 4.=ilM, 

4 28 89 ,' 

-^5 — 454 • 

Für n = 11, 

§ 5. Der Ausdruck (4) giebt einen genauen Werth fttr das 
Integral von % wenn xp nur auf den w— 1^" Grad steigt. Wir 
werden nun den Fehler aufsuchen, welchen die zunächst folgenden 
Glieder der Reihe 

(5)... V'(^) = *o+*i^-f^,^' + - 
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Terursacben. Zur Abkürzung wollen wir den Febler, den man da- 
durcb begebt, dass man die recbte Seite von (4) statt des Inte- 
grales von tp setzt, mit Dxp(x) bezeichnen, wobei man n und die 
einmal gewählten a festhält, sie mögen, wie im § 4, in einer arith- 
metischen Reihe oder in anderer Art auf einander folgen. Man hat 
also 

(6) . . . Dtp(x) = / \p{x)dx — 2 Ay\p{ay), 

lieber diesen Fehler also wird hier gehandelt. 

Stellt man hinter den Buchstaben D eine andere Function, 
z. B. V'j -f !//,, so ist dies so zu verstehen, dass auch hier noch das 
früher gewählte n und die einmal gewählten n Abscissen aj, a„ etc. 
festgehalten werden. Man hat also die Gleichungen 

'>[V'i(^) + V'.(^)] = Dxf),{x)^Dxp,{xy, D[cxpQB)-\ = cD^(x\ 

wenn c eine Constante vorstellt. 

Setzt man statt %i){x) eine ganze Function, deren Grad w— 1 
nicht übersteigt, so wird q>(x)^ aus (2) gebildet, genau gleich tp(x) 
während q>(x) nicht ipQjo) selbst, sondern nur den bei der Division 
von \p(x) durch Ji(x) entstehenden Rest darstellt, sobald \p von 
höherem Grade ist. Im ersten Falle ist daher Difj(x) = 0. Hieraus 
folgt die Gleichung Dx^ = so lange y < n, wenn man durch v 
eine nicht negative ganze Zahl bezeichnet. 

Zertheilt man xp(x) in die Summe einer ganzen Function «— 1^" 

Grades und von 

Kx^ + ^+ia!»+* H \-lpXP 

so wird daher 

(7) . . . Dilj(x) = XnDx'' + Xn^i Dx""^^ H 1- IpDxP, 

also unabhängig von ^o, ^,, etc., Xn-i. 

Der Fehler, den man bei der angenäherten Berechnung des 
Integrals von x^ begeht, ist nach (6) 

(8) ... Dx"" =J x''dX'-A^a';—A^a\ Anal. 

—1 

Da dieser Ausdruck fttr die n Werthe y = 0, 1, 2, etc., «—1 Null 
ist, so liefert er zunächst n lineare Gleichungen, die zur Bestim- 
mung der A dienen können. Diese sind übrigens schon aus (3) 
bekannt; die directe Auflösung der vorstehenden Gleichungen giebt 
keine neue Form fttr die A sondern nur die bekannte (3). 
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Sind die Goefficienten ^n, K-^i^ etc. bekannt, so lägst sich bei 
der Interpolation aus n Wertlien von xp(x) eine grössere Annähe- 
rang dadurch erreichen, dass man die Fehler Dx^ für die entspre- 
chenden Werthe y = w, n+1, etc. aus (8) berechnet, und hierauf 
die Correction (7) 

zu dem angenäherten Werthe 

hinzufügt. 

§ 6. Fflr die weitere Ausführung betrachten wir den Fall 
dass, wie bei der Newton-Gotesischen Methode, neben jedem 
positiven a eine gleiche und entgegengesetzte Abscisse —a zur 
Interpolation verwandt wird (S. 5). Dann sind sämmtliche Fehler 
Dx^, es möge n ungerade oder gerade sein. Null, sobald v ungerade 
ist. Für ein gerades v und für v = hat man femer, nach (8), 

2 
v + 1 ' 

so lange y <fi, im ganzen fi— 1 oder « — 2 Gleichungen je nach- 
dem n ungerade oder gerade ist. Da im ersten Falle noch Dx^, 
im zweiten /)a?*~^ verschwindet, so hat man statt (7) die ein- 
facheren Ausdrücke der Correction, für ein ungerades n 

(7, ä) ... Dtp(x) = In+i Dx^'^^ + ln+^ Z>a?»+» -f • • • 

und für ein gerades n 

(7, 6) ... Dtp(x) = XnD^ + K+2Dx^'^^ + '". 

Man erkennt hieraus, dass es vortheilhaft ist, bei der Berechnung 
des Integrales bis zu einem ungeraden n vorzugehen. 

Bei der Berechnung der Correctur wird sich die vorstehende 
Formel für Dx"" zu 



2y 



(8, a) ... iDx^^ = -^^-- - A,a]-^ A, a'^ A^ all 



abkürzen, wo ju für ein ungerades n die Zahl i(«— 1), für ein 
gerades n aber ^n vorstellt; man wendet sie an für Werthe von v 
die ^in sind. 

Bei der Berechnung, in dem Falle von Cot es, wenn man 
also setzt 

n — 1 11 — 3 n — f) 

a, = - — J-. a„ = ^-, cf, = - ■-. , etc., 
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ergeben sich, in Folge der Rechnung von Gauss, folgende Werthe 
welche, in die Ausdrücke (7, o — 6) eingesetzt, die ersten Glieder 
der €orrection verschaffen: 

Für n = 2 ist Dx' = — |, Dx' = -|, Dx^ = -J^- 

Fftr w = 3 ist Dx* = -^^7 Ox^ = - A' 

Für fi = 4 ist Dx* = —^^ 

Für w= 5 ist Dx^ = — ^V' 

Für n = 6 ist Dx^ = -yfHr- 

Für fi = 7 ist Dx* = -tHt" 

Für 11= 8 ist Dx' =- 5yiyr 

Für w = 9 ist Dx*^ = -^f|^. 

Für n = 10 ist Do:'^ = ^.^^^^^^. 

Für fi = 11 ist Dx'' = --..j^y^fiji^. 

Anmerkung. Die von Gauss gegebene Tafel für die Cor- 
rection bezieht sich zunächst auf den Fall von Integralen zwischen 
den Grenzen und 1, nicht wie bei uns zwischen —1 und +1. 
Man erreicht aber durch die obige, der hier vorliegenden Form der 
Aufgabe angepasste Tafel dieselbe Näherung wie durch die Tafel 
von Gauss, in welcher für jeden Werth von n eine grössere An- 
zahl von Gonstanteu, die k genannt werden, aufgeführt ist, welche 
bei Berechnung der Gorrection in Betracht kommen. Die Beziehung 
zwischen den k von Gauss und unseren Constanten wird durch die 
Gleichung gegeben 

Ä^''^ = "2^ [dx- + Y Dx-^' + ^j^ Dx^-^^+ etc.]; 

man beachte, dass die Glieder auf der rechten Seite theilweise 
sind, indem Dx^ = 0, wenn y ungerade ist. Daher wird für ein 
gerades n 

2»-4-n(i.) = D^n^ ft(in-i) ^ 0, 2''+»A(''+^) = Dx»^-^ + ^(ll+l)(ll-f.2)Dx^ 

und für ein ungerades n 

iW = 0, 2«'^2Ä("+i) = Da:«^^ 2«+^ *("+») = (n + 2)Dx^-^K 

Im m. Bde von Gauss Werken, Göttingen 1866, sind in den Zeilen, 
die sich dort auf « = 5 und w = 8 beziehen , die Nenner von k^^^ 
und *<iö> resp. in 52600 und 17301504 zu verbessern. 

§ 7. Der Grad der Annäherung, welchen man erreicht, wird 
durch die Wahl von n, d. i. durch die Anzahl der Werthe, aus 
denen man interpolirt, bedingt, ferner durch die Beschaffenheit von 
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?//(a?), und endlich durch die Auswahl der Abscissen a. Je 
nachdem die Curve n— 1**" Grades q>{x) durch diese oder jene 
Punkte von xp{x) gelegt wird, kann der Fehler ein yerschiedener 
sein. Zwar hängt die zweckmässigste Wahl der Abscissen von der 
Beschaffenheit der Function \p ab; will man aber Tafeln fUr die A 
berechnen, wie sie Newton im Auge hatte, die für jedes gegebene 
continuirliche rff brauchbar sein sollen, so ist festzuhalten, dass nur 
solche a zu Grunde gelegt werden dürfen, welche unabhängig von 
der Art von t//, also von den GoefGcienten l in (7) sind. Gauss 
zeigt, dass bei geeigneter Wahl der n Abscissen a der 
Fehler Dx^ nicht nur dann (wie bei Anwendung der Methode von 
Cotesius) Null ist, wenn v<w, sondern sogar immer wenn y <:2ii. 
Der Fehler bei dieser Art der Interpolation aus n Werthen wird 
also unabhängig von den ersten 2fi Coefficienten X, und ist Null, 
wenn \p{x) nur auf den Grad 2ii— 1 steigt Da man auch bei 
dieser Auswahl der Abscissen hat a^ = — otn+i^y^ so findet man, 
nach § 3 S. 5, aus (7, a— 6) für den Fehler folgenden Ausdruck, der 
als Correction benutzt werden kann, wenn man die Constanten 
^hii ^fi-(-87 otc. kennt: 
(7, c) ... Dyj(x) = Ijn Da?-** + Ä»n+2 Da^^^^ + X^^ Dx^^ + etc., 

der, wie es nothwendig sein muss. Null ist, wenn tfß nicht auf den 
Grad 2n steigt. 

In der Sprache der Geometrie lässt sich dies Resultat folgender- 
massen ausdrücken: Bestimmt man auf geeignete Weise n Abscissen 
zwischen —1 und 1, und wählt auf den zu ihnen gehörenden Or- 
dinaten n beliebige Punkte, so bleibt für alle verschiedenen Gurven 
yß(x) von einem Grade, der 2n— 1 nicht übersteigt, welche durch 
diese n Punkte gelegt werden, der Flächenraum unverändert, der 
durch die jedesmalige Curve, das Stück der Abscissenaxe von —1 
bis 1, und die beiden Ordinaten in den Punkten +1 begrenzt wird. 

§ 8. Um solche a aufzufinden, welche auch den Gleichungen 
genügen 

Da?" = 0«»+» = Da;'«^^ — ^tc. = Dx^^i = 0, 

bilden wir *) eine erzeugende Function der Fehler Dx'', indem wir 

*) M. vergl. hierüber auch Scheibner, Berichte der Kön. sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, math. phys. Classe, Sitzung vom 31. Mai 1856, S. 65 -76. 
Zu den 2n Gleichungen Dx*" =0 für y = bis y = 2n — 1 gelangt Herr Schellbach, 
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n&mlich (8) mit ä"""^ multipliciren, wenn a eine hinlänglich grosse, 
sonst willkürliche Zahl bezeichnet, nnd die so entstehende Glei- 
chung über alle v^ von bis ex, snmmiren. Da, wie oben bemerkt 
wurde, neben a auch jedesmal —a zur Abscisse genonfmen wird, 
woraus Dx^ = für jeden ungeraden Exponenten v folgt, so erhält 
man als erzeugende Function der Fehler 



einen Ausdruck, der sich noch weiter umformen lässt. Setzt man 

—1 
80 ist offenbar 17(2) eine ganze Function w--l**° Grades von », die 

eich, nach (3), in Am.NXam) yerwandelt sobald man ftlr a einen 
^erth am setzt, welcher JV(a) zu Null macht. Setzt man noch 

2a ^ 1 1 

»' — a* "" »— a 5 + a' 

80 wird daher die erzeugende Function der Fehler gleich 



Da 17(0) und N^oc) durch Vertauschung von a mit — c entweder 
unverändert bleiben oder gleichzeitig ihr Zeichen, nicht aber den 
Zahlwerth ändern, so sind die beiden vorstehenden Summen ^ 
einander gleich ; ihre Summe ist, nach der bekannten Interpolations- 
formel (2), gleich 

^) _ _1_ f^ N(x)-N(z) 

iV(Ä)""" N(z)J_ x-z 



in der Abhandlung über mechanische Quadratur im Programm des Friedrich-Wilhelms 
Gynm. zu Berlin, (1877. Progr. No. 46) ohne direkte Anwendung der L ag ränge '- 

sehen Interpolationsformel, indem er annimmt, man könne / f(xz)dx, für aUe 2, 

—1 
angeniUiert gleich 

^i/(«i *) + ^2/(«a 2) H h ^n/ian z) 

setzen, wo Ä und a von z unabhängige Constante vorstellen. Entwickelt man /{xz) im 
Integrale, und in dem Näherungswerthe /(a^) nach dem MacLaur in' sehen Satze, 

so ist in der Differenz zwischen dem Integrale und dem Näherungswerthe mit -— 

genau der Ausdruck Dxr aus (8) multiplicirt. Will man, dass z^ aus der Reihe ver- 
schwinde, so hat man also die Gonstanten A und a so zu wählen, dass Dx^ gleich 
NnU wird. 
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luul dies, offenbar, gleich 

N(x) J_^ x-a ^ ■= «-1 

■ 

Wählt man die n Abscissen a so, dass ay = — «n+i-K, im ttbrigen 
beliebig, und setzt 

N(z) = (5 — a, )(i3 — aj. . . (5 — Ofn), 

so ist also eine erzeugende Function der Fehler Dx^ 

^^ •" v-S., 5"-*-» ~ iV(z)y "'a~x" ' 

Es kommt darauf an, JV so zu bestimmen, dass die ganze 
rechte Seite von (9), oder, was auf dasselbe hinaus kommt, dag 
Integral auf derselben, nach absteigenden Potenzen von & ent- 
wickelt, mit einer möglichst hohen Potenz von 5-^ beginnt. Die 
Entwickelung des Integrals giebt 



2: -J^, f x^- N(x)dx. 



— I 



Man weiss aus S. 27G— 278 des I. Bandes dieses Handbuchs*), das» 
die ersten Glieder dieser Summe, von f = bis v = fi— 1, ver- 
schwinden, wenn man iV(a?) = P"(a?) macht, so dass dann die Ent- 
wickelung der erzeugenden Function der Fehler mit der — 2ii**" Po- 
tenz von » beginnt, und alle Fehler Dx" von v = bis y = 2«— 1, 
diese Grenzen eingeschlossen, verschwinden. Wählt man also die 
Wurzeln der Gleichung P'^ix) = 0, die sämmtlich verschieden, reell 
und < 1, femer paarweise, eventuell mit Ausschluss der Wurzel 0, 
gleich und entgegengesetzt sind (I. 48 u. 21), zu Abscissen a, 
so wird in der That (7, c) auf S. 10 den Ausdruck des Fehlers 
geben, so dass die Methode von Gauss bei einer Interpolation aus 
n Abscissen dieselbe Näherung verschafft, wie eine Interpolation aus 
2fi Abscissen bei Cot es: beide geben das Integral von tp{x) genau, 
wenn \f)(x) eine Function des Grades 2w— 1 von x ist. 

Wie früher so kann man auch hier die ersten Glieder des 
Ausdrucks für den Rest als Correction benutzen. Um die Fehler 



*) In der Folge werde ich in der Regel auf Seiten des I. Bandes verweisen, 
indem ich die Zahl welche die Seite trügt, unmittelbar dem I. folgen lasse; z. B. 
werde ich das obige Citat zu I. 276—278 kürzen, während I, (21) oder I, (21, a) 
auf die Formel (21) oder (21, a) des I. Bandes hinweist. 
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ßr', wenn y > 2w— 1, zu diesem Zwecke leteht zu berechnen, be- 
dient man sich der Gleichung (11) auf I. 78 oder der Gleichung (21) 
auf 1. 141. Nach denselben ist 



r^'~ = m'X 



-1 z—x 



und man findet schliesslich die erzeugende Function der Fehler für 
die Methode von Gauss in der Form 

Setzt man für P und Q die hypergeometrischen Reihen, die ihnen 
nach I. 79 gleich sind, so wird die fechte Seite 

_2_ r 1.2.3.„. Y ^--Ki+i», M-i^+». ^) 

2.+l-l..8.6...(2.--.)J--„(j_j^ -i„'t-»,'ir) ' 

woraus man zunächst wieder erkennt, dass Dx^ = sobald v<2n 
und immer wenn v ungerade ist. Da der Quotient der beiden 
hjrpergeometrischen Reihen, bei der Entwickelung in eine Reihe, 
mit 1 beginnt, so werden die ersten Glieder des Fehlers 

2 r L2.3,.. ii rh -i-Ar^'^+^X'^+a) , n(ii~l)\ ] 
2^1 Ll.3.5...(2n-r)J -^«+^1 "2"ir+3^ + "2^i=^l V^H* 

Benutzt man diese zur Correction, so tritt also kein früherer Coef- 
ficient l als l^^ im Fehler auf. 

§ 9. Die hauptsächlichen Resultate, welche im § 8 erhalten 
wurden, gewinnt man sehr leicht durch ein Verfahren, welches 
Jacobi im I. Bde"^) des Grelle' sehen Journals anwandte, um die 
Näherungsmethode von Gauss darzustellen. 

Vorausgesetzt wird, es sei gestattet ?/;(a?) als eine ganze Func- 
tion vom Grade 2« — 1 zu betrachten. Behält man die frühere Be- 
zeichnung bei, so verschwindet tp(x) — (p(x)^ wie man auch die 
Abseissen a wählt, für x = a^^ a,, etc., c«, ist also durch N(x) 
theilbar. Man hat demnach 

rp(x) = q>(x)+ N(xXa^ +a,X'\ h cu-i af"-^), 

wenn die a Constante bezeichnen welche, ausser von den a, auch 



*) Ueber Gauss neue Methode, die Werthe der Integrale näherungsweise zu 
finden: S. 301—308. 



'^ 



/' 
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noch von der Beschaffenheit yon t//(a;) abhängen. Soll nun das 
Integral von xp(x)dx zwischen den Grenzen —1 und 1 mit dem 
von q>(x)dx, d. i. mit der rechten Seite von (4), und zwar für alle 
xp^ vertauscht werden können, soll also 

'—1 
für beliebige a Null werden, so muss JV so beschaffen sein, dass 

man von y = bis v = n— 1 hat 

x>'N(x)dx = 0. 
—1 

Das die Function N(x) = P*C^) diese Eigenschaft besitzt, zeigte 
sich schon I. 76, die Function N wurde I. 276 — 278 aus dieser Eigen- 
schaft aufgefunden. Zugleich zeigte sieh dort, dass P^'C^), abgesehen 
von Constanten Factoren, die einzige Function sei, welche jenen 
n Gleichungen genügt. Man hat also, um Dtp(x) zu Null zu machen, 
zu Abscissen c die n Wurzeln von P^C«) = zu nehmen. 

§ 10. Gauss hat eine Tafel berechnet, welche fttr die Werthe 
it = 1 bis n = 7 die n Abscissen a giebt, aus deren Ordinaten yj(a) 
das Integral von xp(x) zwischen den Grenzen —1 und 1 am vor- 
theilhaftesten berechnet wird; ferner fügt er die A und die Cor- 
rection hinzu. Es mag daran erinnert werden (I. 278 u. I. 142, 
(21, a)), dass N(x) = /'"(a?) in Bezug auf den Kettenbruch für 

^""^-x^i 
der n^ Näherungsnenner ist, und Ay aus dem n*^" Näherungszähler 
2Zn(x) fllr x = Oy entsteht. In der That stimmt der Ausdruck von 
?/(a) auf S. 11 mit dem von 2Z« überein, während Ay nach §8 
aus der Division von t] durch JV' erhalten wird. Man hat also 



^'=ivW' ^(-)=n-)- 



Den Zähler Z kann man entweder direkt aus dem Eettenbruch 
für die logarithmische Reihe berechnen, oder sich der Formel 
I, (20, b) bedienen 

Nach der Rechnung von Gauss gebe ich folgende Zusammen- 
stellung: 
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I. Formeln. 
Angenäherter Werth von / ^(x)dx bei der Berechnung; aus 



— 1 
n Ordinaten: 



Setzt man ^^(x')=■X^-\-X^x■\-k^x'-\■e^ß., so ist der Fehler 
Ihp(x) = Xu Dt" -\- ;ij,+a Da^"+2 + • . . , 
2 



Dx^ = 



Li.3.5...r2B-i)J ■ 



2fi+l L 1.3.5...(2b-1) 



IL Numerische Werthe. 

n = l. 

a, =0, i^, = 1, Dx' = i- 

n = 2. 

«, = - «j = 0,5773502691 896258, 

n = 3. 

a, = - a, = 0,7745966692 414834, 
o, = 0, 

iA, = i, 

n = 4. 

a, = -a, = 0,8611363115 940492, 

o, = - a, = 0,3399810435 848646, 
^^, = ^A, = 0,1739274225 687284 log = 9,2403680612, 
iA, = iAj = 0,3260725774 312716 9,5133142764, 

Dx' = tW^ 

n = 6. 

o, = -Oj = 0,9061798459 386640, 
aj = -a,= 0,5384693101 056830, 
«,=0, 
iA, = K = 0,1184634425 280945 log = 9,0735843490, 
iA, = iA, = 0,2393143352 496832 9,3789687142, 
H = VW = 0,2844444444 444444 9,4539974559, 
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n = 6. 

a^=a^= 0,9324695142 031520, 

a, = a,= 0,6612093864 662644, 

a, = a,= 0,2386191860 831970, 
iA, = iA^ = 0,0856622461 895852 log = 8,9327894580, 
i^, = iA, = 0,18038078^5 240693 9,2561902763, 
iA^ = iA, = 0,2339569672 863455 9,3691359831, 

Dx" = WWW- 
n = 7. 

«,=«,= 0,9491079123 427596, 
o, = o, = 0,7415311855 993944,' 
«, = «,= 0,4058451513 773970, 

M, = 4^, = 0,0647424830 844348 log = 8,8111893529, 
^^, = i4 = 0,1398526957 446384 9,1456708421, 

■lA, = ^A, = 0,1909150252 525595 9,2808401093, 

M* = ^N's = 0,2089795918 367347 9,3201038766, 

Dx" = .jjmn;- 
§ 11. Es folgt nun der Beweis des Satzes, welcher im § 2 
aufgestellt wurde, dass eine Function tp(x) sieh in irgend welchen 
Grenzen g und h von x durch die Interpolationsformel, d. i. durch 
die rechte Seite von (2), mit beliebiger Näherung darstellen lässt, 
w^enn man n hinreichend gross nimmt (und die a Über das Inte- 
grations-Interrall gehörig rertheilt). Statt der Grenzen g und k 
nehme ich, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, — 1 und -f Ij 
um die früheren Bezeichnungen beibehalten zu können. 
Wir haben zu zeigen, dass 

mit waclisendem n der Grenze zustrebt. Dazu transformiren wir 
diesen AuRdruck, mit Hülfe eines fruchtbaren Satzes von Cauehy , in 






wenn dies Integral sich über alle Punkte js erstreckt, welche sich 
auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius r befinden, der 
so gross genommen wird, dass er die Punkte er,, a.^, etc., a» und x 
umschliesst. Hierin liegt also die Annahme, yC^) ß^i »^ b©* 
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schaffen, dass diese Function in eine Potenzreihe ent- 
wickelt werden kann, die, wenn auch noch so wenig. 
Ober X = 1 hinaus convergirt. Es ist dies nicht etwa eine neue 
Forderung, welche ich hier für die Möglichkeit der näherungsweisen 
Berechnung stelle, sondern eine solche welche bei Gauss im § 2 
seiner mehrfach erwähnten Abhandlung Methodus nova vorkommt: 
Quodsi igitur y, in seriem secundum potestates ipsius / progredientem 
evoluta, ante terminum qui implicat f*^* omnino abrumpitur, cum 
Y idejitica erit; si vero tam cito convergit ut terminos sequentes 
spemere liceat, functio Y inter limites ( = 0, ^ = 1, ... ipsius y 
vice fungi potent. 

Der Ausdruck (a) wird für n = oo die Grenze haben, sobald 
der Quotient 

für n = oo Null zur Grenze hat. Ich zeige, dass dies der Fall sei 
zunächst wenn die Abscissen *a so wie bei der Newton-Cotesi- 
schen Methode aufeinander folgen. Des bequemeren Ausdrucks 
halber scheide ich die Fälle eines geraden Stellenzeigers n und 
den eines ungeraden, behandele aber nur einen von ihnen — ich 
wähle den letzten — und vertausche deshalb das frühere n mit 
2n + l. 

1) Den grössten Werth den der Zähler N(x), also 

von X = —1 bis rc = 1 für ein festgehaltenes n annimmt, möge 
diese Function für a; = r-f-— erreichen, wenn die ganze Zahl ^ 

von — n incl. bis an fi, und c < und positiv genommen wird. 

Offenbar kann man jede Zahl x von —1 bis 1 so darstellen. Dann 
ist der Zahlwerth von N(x) gleich 

und wenn man 110 = ^ setzt wo y < 1, gleich 

(6) ... n-2n-i.y(y + i)(y4.^x^).(l_yX2-y)...(n-iU-y). 
Bei festgehaltenem y erreicht (6) seinen grössten Werth für ^ = — w, 

Heine, Anwendungen der Kugel functionen. 2. Aufl. 2 
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oder fttr /4 = «— 1. Im ersten Fall, fi = —n, giebt (6) nämlich 

während (b) fttr die folgenden Werthe ju = 1 — n, 2 — w, etc. aus 
dem Vorhergehenden durch Multiplication mit 

(y+ 1) (y+iX y+2) 

(2n-:y)' (2« + yX2«-l-V) ' 
entsteht. Diese Glieder nehmen bis ^ = 0, je nach der Grösse von 
y exclus. oder incl., ab, dann wieder zu, bis (b) fttr fi = n — 1 
schliesslich gleich wird 

Jedenfalls ist also, wenn x zwischen —1 und 1 bleibt, N(x) 
kleiner als 

'»-'"-V(y+i)...(y+2«), 

und da dieser Ausdruck für keinen Werth, den y annehmen darf, 
grösser ist als für y = 1, so ist sicher 

JV(a;)<n-2«-M.2.3...(2ii + l). 

2) Andrerseits suchen wir den kleinsten Werth fttr den Mo- 
dulus des Nenners N(z) auf. Dazu bringen wir die complexen 
Zahlen z, die auf der Peripherie des Kreises liegen, in die Form 
r(cos9>-f tsin^)) und haben dann 



J^.N(z) = n-^-^ IJ ^r^n' — 2rnvQ0fiq>'\-v\ 



r--—n 



Dies Produkt verwandelt sich, wenn man je zwei Glieder zusammen- 
fasst, in 



n 



ist also am kleinsten für den Fall ?> = 0, folglich nicht kleiner als 

3) Stellt man dies mit dem für JV(a?) gewonnenen Resultate 
zusammen, so erhält man 

JC^^^y < 1.2.3...(2f» + l) 



iV(5) ~ (rn — n)(rn — « + 1) . . . (r« + ?<) 

Die rechte Seite wird in der That fttr n = c» gleich Null, sobald 
r die Einheit überschreitet. Setzt man nämlich m^n-\-i], so wird 
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7j, wie wenig auch r über 1 genommen ist, von einer gewissen 
Grösse von n an grösser als 1. Es nimmt aber die rechte Seite, 

_ 1.2.3 . ._. (2 n + 1) 

sobald 17 >1, mit wachsendem n nicht nur fortwährend, sondern 
auch bekanntlich^) zu Null ab. 

Hierdurch ist bewiesen, dass der Ausdruck q>(x) in (2) 
sich mit wachsendem n, von x = —1 bis x = l, der Func- 
tion t^(j;) beliebig nähert, sobald dieselbe sich in eine 
Potenzreihe 

entwickeln lässt, welche für einen Werth von x, der be- 
liebig, wenig über 1 liegt convergirt. 

Man erhält durch geringe selbstverständliche Modificationen 
dieses Beweises dasselbe Resultat, wenn man solche Abscissen a 
wählt, für die n(ay — ay+i) zwar nicht, wie oben, für jedes v con- 
8tant bleibt, aber doch so beschaffen ist, dass dieser Ausdruck sich 
mit wachsendem n einer Constanten näheii, also z. B. die Summe 
einer Constanten und eines Gliedes ist, welches sich der zur 

Ordnung 1 nähert, das heisst, zu derselben Ordnung wie — 

Diese Eigenschaft besitzen aber (Hdb. I, Gl. 28, c) für wachsende 
II die a, welche P^(a) zu Null machen, die man bei der Methode 
von Gauss (§ A) anwendet. Somit ist der obige Satz auch bei der 
Wahl dieser Abscissen bewiesen. 

§ 12. Aus dem I. Bd. L Theil, 5. Kap. S. 271—273 kennt man 
die Beziehungen zwischen gewissen linearen Gleichungen und den 
Näherungsnennern des Kettenbruchs für die logarithmische Keihe, 
aus I. 276 die Beziehungen, welche zwischen den ersteren und Glei- 
chungen 

/ x''N(x)dx = 

bestehen. S. 273—274, 275—276, 279—280 wird gezeigt, wie diese 
Untersuchungen sich auf die hypergeometrische Reihe F(a, 1, y, a?) 
and die durch ein Element q verallgemeinerte q> übertragen lassen. 
Der 2. Zusatz zum 5. Kapitel, S. 286—297 liefert Resultate flir noch 

♦) Man vergl. I. 108 unter 2). 
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allgemeinere Functionen. Die Gleichartigkeit der in dieftem Zusätze 
gewonnenen Formeln mit denen, welche sich auf die logarithmische 
Reihe bezogen, gestattet, wie bereits I. 297 in Aussicht gestellt 
wurde, eine Anwendung auch der allgemeineren Resultate auf die 
Quadratur. 

Wir handeln über die näherungsweise Berechnung des Integrals 

(10) . . . r \p(x)f(x)dx, 

f/ 

wenn durch g und h gegebene Constante bezeichnet werden, ^(^r) 
eine continuirliche Function vorstellt, die noch ftlr einen hinlänglich 
grossen Worth von x in eine Reihe ^IK^"" entwickelt werden kann, 
und /"(ir) eine andere gegebene Function, die auch innerhalb der 
Grenzen g und h unendlich werden darf, wenn nur ihr Inte- 
gral und das obige (10) endlich bleiben. Setzt man, nach Analogie 
des Verfahrens im § 2 

und vertheilen sich a,, a^, etc. über die Axe der X von g bis h, so wird 

\r^i (x^ay)N'(cey) 
ein Nclherungswerth der Function i//(x), und wenn man setzt 

SO ist daher 

(12) ... i4,V;(a,) + i4,V;(a,) + ...-f i4„i/<«0 
ein Näherungswerth des vorliegenden Integrales (10). Zur prak- 
tischen Anwendung wird diese Methode sich in der Regel nur dann 
eignen, wenn die A sich leicht berechnen lassen. Macht man, wie 
im § 8, die ganze Function von » vom Grade n—\ 



''N(x)~N(z) .., , . ., 



*/ X — Ä 

ff 



80 ist A,„NX(Xm) gleich i?(a,„)- 

Wir versuchen den Fehler bei der Berechnung des Integrals (10), 

»A n 

^f){x)f{x)dx-' 2:A,ntp(a,n) = Dyß(x)j 



f 



9 



möglichst klein zu machen, in demselben Sinne wie früher. Es 
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wird in der That. wiederum gelingen, die a so zu wählen, dass bei 
der Interpolation aus n Abscissen der Fehler Null ist, wenn tp(x) 
nur auf den Grad 2n—l steigt. 

Man hat nämlich als erzeugende Function der Fehler Dx'' den 
Ausdruck 






V 



9 

Da das abzuziehende Glied auf der Rechten sich in den Quotienten 






verwandeln lässt, so wird diese erzeugende Function der Fehler 
schliesslich 

•* N(x)f(x)dx 






— X 



Kann man nun die ganze Function n^""^ Grades iV so bestimmen, 
dass für alle ganzen v von bis n — 1 das Integral 



/ 



h 
x''N{x)f(x)dx 



9 

verschwindet, so würde die nach absteigenden Potenzen von % ge- 
ordnete Reihe, in welche man den obigen Ausdruck für die erzeu- 
gende Function der Fehler entwickeln kann, erst mit der — 2«**° 
beginnen. Daher verschwindet dann der Fehler Dip(x) so lange 
tp(x) nur auf den Grad 2ii — 1 steigt. 

Eine solche Function N findet man, wie aus dem erwähnten 
2. Zusatz zum 5. Kapitel hervorgeht, aus dem Kettenbruche für 

(») — =/^®^. 

9 

dessen Partialnenuer sämmtlich vom ersten Grade sind (S. 291). 
Sein Naherungsneuner vom w*''" Grade ist die gesuchte Function 
N(x). Die Werthe a, für die sie verschwindet und welche als 
Abscissen dienen, sind sämmtlich ungleich und reell, und liegen 
zwischen g und h. Aus S. 288 geht hervor, dass jj(a), welches zur 
Berechnung der A dient, der entsprechende («**) Näherungszähler 
Z(z) ist, während die erzeugende Function der Fehler sich aus dem 
Beste Ä(x), welcher nach S. 288 durch die Gleichung 
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y 

gefunden wird, durch Division mit N(x) ergiebt Der angenäherte 
Werth des Integrals (10) ist demnach 

wenn Z(x) und N(x) den n^° Näherungszähler und Nenner 
des Eettonbruchs für a bezeichnen, und a^^ er,, etc. die 
Wurzeln von JV(a?)==0 sind. 
Durch Entwickelung von 

JV(a) 

nach absteigenden Potenzen von « erhält man eine Reihe von der 
Form 

— ^^-^^— -^— ■ I ■^^-^^^— — x» • • • • 

Die ersten Glieder kann man auch hier, ähnlich wie am SchlusB 
des § 8, durch Einsetzen in den Ausdruck des Fehlers 

zur Correction verwenden. 

§ 13. Als Beispiel fbr das Vorhergehende behandeln wir die 
näherungsweise Berechnung des Integrals 

(14) ... J'\(x)xß-\\-xy-ß-^dx, 



wenn ß und y^ß positiv sind. Man hat dann die Functionen Ny Z 
und R zu betrachten, welche sich auf den Kettenbruch für 



beziehen, d. h. auf 

_i.ifflp«..(,,.,i), 

dessen Neuner, Zähler und Rest man der Zusammenstellung auf 
S. 280 d. I. Bd. entnehmen kann. Die Abscissen a, welche man 
zur Interpolation verwendet, sind dann die Wurzeln der Gleichung 

^{x) = x-F{^n, -/J_n + 1, -y-2/i + 2, -)• 
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Deu Zähler, welchen man zur Berechnung des NäherungBwerthes 
benutzt, entnimmt man entweder dem an der citirten Stelle ange- 
gebenen Kettenbruche, oder bedient sich der Foimel 

Z(.) =fyß-Kl- yy-l--^ ''^^IZy äy. 

* 

Man findet feraer 

Rfa.\ - JTG>+n)r(y + ii-/?)r(y+n-l)r(H + l) 
«W- r(y+2»)r(y + 2n-l) 

.-^f(«+1, /?+«, y + 2», -i). 

Die multiplicirende Gonstante in dieser Function ist daher genau 

das zur Gorrectur zu verwendende Da?^, 

« 

Ucrr Mehler, welcher die Formeln dieses Paragraphen, im wescnüichcn, 
gegeben hat*) bestimmt die geeignete Function N mit Hülfe der Gleich. (24) 
in I. 158. Da nämlich die erzeugende Function der Fehler wesentlich von 
dem Integrale 



f 



abhängt, dessen Entwickelung in eine nach Potenzen von x absteigende Reihe mit 
einer möglidist hohen Potenz von (xr^ anfangen soll, so wird dies erreicht, 
wenn man far iV die oben angegebene hypergeometrische Reihe einführt, weil 
man dann nach I, (24) erhält 

wenn k eine gewisse Gonstante bezeichnet. 

Der praktischen Anwendbarkeit dieser Formeln würde hier im 
allgemeinen der Mangel an Tafeln nach dem Muster derer von 
Gauss, die für verschiedene/} und y berechnet sein mflssten, ent- 
gegenstehen. In einem einfachen Falle, den Herr Mehl er erwähnt, 
fbr /? = },)/= 1 lässt aber die Methode eine Anwendung zu. Setzt 
man noch 

a? = sin"iö wenn «<!, 

X = sin'i(7i + ui) wenn a: > 1, 

und nimmt im letzten Falle u positiv, so wird 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd. 63, S. 152^157: Bemerkungen zur Theorie 
der mechanischen Quadrataren. 



siniitft 
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Ar /IN« COSflö COSltMl 

iV.a? = (-1)«- ---^ eveut. N(x) = ^g,^, , 

_ . . TT te-"«* 271 1 

Die Abscissen a entstehen daher aus den Wurzeln der Gleichung 
GOBud = und sind 

Oy = sin^ - ^ 



4n 
während Z(a;):iVXic) von x unabhängig, gleich — wird. Man hat 

wt 

daher mit Annäherung 

-J ]/a!(l-x) « »=i ^ 4« / 

Die erzeugende Function der Fehler ist 

Rix) _ 2m.c-J« _ .2« „,_, 
N{x) smui.cosnt/i 4-'* 

Setzt man V^C^c) = x(l~-24;), so nehmen diese Resultate eine etwas 
einfachere Form an und man findet, dass mit Annäherung sei 

Indem man unter dem Integrale die Substitution o; = cosqp macht 
und x(eos9>) als Function von g> betrachtet, erhält man das einfache 
Resultat, welches in I. 331 durch elementare Hülfsmittel abgeleitet 
wurde, dass mit Annäherung sei 



/ 



ftrtJ, = ^irP'-i> 



^ n y=i 2« 

und zwar wird der Fehler, welcher als Correction auf der rechten 
Seite hinzuzufttgen wäre, bei dieser Interpolation aus n Werthen 
gleich 

wenn f(q>) in die Gosinusreihe 

/•(y) = ^ ayQOSvq) 

entwickelt ist, so dass auch in diesem Falle die ersten 2n Glieder 
der Reihe nicht in den Fehler eingehen. 
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§ 14. Noch ftlr einen anderen speoiellen Fall, ftlr die Qua- 
dratur der Integrale 



/ 



habe ich I. 294 die Functionen N betrachtet, deren Coefficienten 
dann ganze Functionen von dem Quotienten aus einem ganzen 
elliptischen Integrale erster und einem zweiter Gattung werden; 
die N genügen dann auch einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Ich schliesse die Anwendungen der Methode des § 12 mit der 
Ableitung der hauptsächlichen Resultate ab, welche Herr Ghristoffel 
im 55. Bde von Borchardt's Journal mitgetheilt hat.*) Er stellt 
die Aufgabe, wenn zur näherungsweisen Berechnung des Integrals 

/ q>(x)dx für einige gegebene Abscissen a,, a^, etc., a„, die Ordi- 

9 

Daten bekannt sind^ noch n andere Abscissen otj, a,, etc., a^ aufzu- 
suchen, aus deren Ordinaten, verbunden mit den m anderen, sich 
das Integral möglichst vortheilhaft bestimmen lässt. Es zeigt sich, 
dass man eine Näherung erreichen kann, bei. welcher man erst 
dann einen Fehler begeht, wenn \p über den Grad m + 2» — 1 steigt. 
Man setze, um die Aufgabe zu lösen, wie früher, 

{x— a^){x— a^)...{x — a^ = N(x\ 
mache ferner 

{x — aX^— «a)- • -(^ — öm) = /■(«?). 
Die erzeugende Function der Fehler Da?", wenn man aus den Ordi- 
naten in den fn -f it Punkten a und a interpolirt, ist dann nach (9) 
im § 8 gleich 

1 /"* N(x)f(x) dx 

N(n)f(z)J z-x 

9 

Es kommt also darauf an, N{x) als Function u^" Grades so zu be- 
stimmen, dass das Integral, welches das R{z) des § 12 ist, bei der 
Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von »"* mit einer mög- 
lichst hohen, der n+l**"» Potenz beginnt. Dann ist I>«*'=0 so 
lange y < m + 2« bleibt. Wie iV zu wählen sei, weiss man aus § 12; 

*\ S. 61—^82: Ueber die Gaussischc Qnadratnr und eine Verallgemeinerung 
derselben. 
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man hat N gleich dem u^^'' Näherongsnenner des Kettenbruchs für 

^ p f{x)dx 



f 



a 

ZU setzen und damit habe ich die Lösung der Aufgabe gegeben. 
Man erhält dann, ähnlich wie in (4), mit Annäherung 

tp(x)dx = A,xp(ß,) + A,xlj(ß,) + "'+A„,^tp(ß^^), 

wenn die m-f-n Grössen ß den Gomplex der m Grössen a und der 
n Grössen a bedeuten. Macht man N(x)f(x) = M{x\ so sind die A 
nach der Art von Gleich. (3) zu bilden, indem man setzt 

•* M(x)dx 

. ^' ' 

Man hätte auch, nach dem Verfahren von Jacobi, über welches 
im § 9 gehandelt wurde, die Aufgabe dieses Paragraphen lösen 
können, indem man eine Function fi^ Grades Ti aufsucht, welche 
so beschaffen ist, dass 



__1_ p M(x) 
"*" -- M\ßy) J x^ 



(a) ... J N(x)f(x)x'' dx 



für alle ganzen v^ die unter n liegen, Null ist. Man findet dann, 
wie bereits I. 291 bemerkt wurde, 

wo die ganze Function fi>^ Grades L so zu bestimmen ist, dass die 
rechte Seite für a? = ai, «j, etc., o,« verschwindet. Dadurch ist L 
und dann auch N bestimmt. 

Herr Christoffel wendet zur Bestimmung verschiedene Me- 
thoden an. Ich hebe hervor, dass er, S. 77, indem er ^ = — 1, 
A = 1 setzt, N.f in eine Reihe von Eugelfunctionen entwickelt, in 
welchen aber, wegen des Yerschwindens von (a), kein oberer Index 
unter n vorkommen kann. Setzt man 

N{x)f{x) = c, P«(a?) + c, P^-^^(x) + • • • + c„, P«+'«(x), 

so sind die Verhältnisse der Gonstanten c zu einander dadurch be- 
stimmt, dass die rechte Seite für a; = a,, a^, etc., a^« verschwinden 
muss. Die Determinante, welche man hierdurch für N.f erhält, 
nämlich 
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dividirt Herr Christof fei, vermittelst eines eigenthtLnilichen Ver- 
fahrens, durch f(x) und erhält schliesslich 

Nf^^- ^ (2ii+l)(2ii + 3)..,(2ii+2m^l) 

§. 15. Der ganzen Function g>(x\ die im §. 2 auftrat, hat Herr 

Tchebychef *) eine merkwtlrdige Form gegeben. Ich leite sie auf 

folgende Art ab: 

Der Eettenbruch 

1 



a = 



X.-' 



' A, — etc. 

sei so beschaffen, dass seine sämmtlichen Partialnenner Func- 
tionen ersten Grades nach x sind. Es ist dies (I. 291) ein häufig 
Yorkommender Fall. Man hat dann 

A^ = a,a?-|-6,, A, = «3^ + 6,, etc. 

Die Näherungs-Zähler und Nenner werden durch Z^x) und iV,(a?), etc. 
bezeichnet. Bedeutet a einen besonderen Werth von x, so geben 
die bekannten Recursionsformeln (I. 261, (c)) zunächst 

'Nn(x)Nn-i(a)-Nn(a)Nn-t(x) 



= anNn^t(x)Nn^t(a)+ 



X — a 
Nn-i(x)N^,(a) - Nn^iCa)Nn-,(x) 



und durch wiederholte Anwendung, ähnlich wie L 197 — 198, 
schliesslich 

Nn(x)Nn^x(a)-Nn(a)Nn^^(x) 

x — a 

= a, + a,iV,(a:)iV,(a) + ... + a,]V^i(x)JV„_i(a). 

Es sei nunmehr a ein Werth der Nn(x) zu Null macht; da für 
jeden Index n und jedes x die Gleichung 



*) Borchardt, J. f. M. Bd. 53, S. 286: Sur one formulc d' Analyse (Lu u 

racodemie de St. Petersbourg le r r— 1854). Der Beweis der Formel folgte erst 

in einer grösseren Arbeit, welche Herr Tchebychef am 12. Janaar 1855 der Peters- 
borger Akademie überreichte. Diese ist in der französischen Ucbersetzung des Herrn 
Bienajmd im Li onville 'sehen Joamal erschienen II. S<$rie, T. HI, 1858, S. 289 
bis 323: Sar les fractions continaes. 
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besteht, so wird für x = o zunächst 

Z,(a)/V«_i(a) = l 
erhalten, und daraus 

Femer sei N(x) eine ganze Function w**° Grades, die für 
n Werthe von x, die a,, Og, etc., o« sein mögen, verschwindet. 
Entwickelt man 



a = 



N(x) x — a^ x--an 

in einen Kettenbruch von der vorgeschriebenen Form (m. vergl. 
I. 261) 

-1 1 1 ... 1 

öjX-f-frj a^x-^b^ «30;+ 63 . . . a,a? + 6n 

so unterscheidet sich iV nur durch einen constanten Factor von dem 
ijten Näherungsnenner dieses Bruches, d. i. von JV«, und den oben- 
stehenden Ausdruck Z^(x):iVn(a?) kann man genau mit iV'(a?) : JV(a:) 
vertauschen. Daher wird auch 



{x-aW{a,) 

Substituirt man diese Gleichung in (2), so erhält man den Satz: 
Sind otj, a^, etc., a» beliebige ungleiche Constante, ist femer a 
der Eettenbruch fttr 

V_+_j_+...+ ■ 



0? — ttj x—a^ ic — er» 



in der vorgeschriebenen Form, und Np sein y*" Näherungsnenner, 
so wird 

fft st 

(p{x) = ö, i:v^{ay) + a^N,{x) ^iV,(«OV(o»')+ '•• 

n 

»•=1 

die ganze Function » — 1*"^" Grades, welche sich für a? = «^ in \p{av) 
verwandelt. Dies ist die Formel des Herm Tchebychef. 

Es liegt hier die Voraussetzung zu Gmnde, dass wirklich 
sämmtliche Partialnenner X vom ersten Grade sind, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, dass der Nenner Nyy für jedes v von 1 bis 
«, vom y**" Grade ist. Um die Berechtigung derselben nachzuweisen. 
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entwickele ich a in die Reihe 

i- + > + 1' + «t«- 

wo Sy die Summe der y'^° Potenzen der n GröRsen a bezeichnet; aus 
IW. I, S. 288—290 folgt, dass ein Nenner y**» Grades wirklich existirt, 
and gleich ist 

k^x^+k^x""-^ + ••• + ky^tx + kr, 

wenn das System linearer Gleichungen , 

9oK + S, Ä»-i -\ h «i.*o =0, 

«, kn + S^kn-i + ••• + Ä„-Hl/fo = ^1 
S.,kn+8^kn-i + "'+Sn^ik^ = 0, 



welches von der Art ist wie die Systeme Bd. I, S. 272 u. f., einen 

von Null verschiedenen Werth för k^ liefert. Dies ist aber der 

Fall, da die Determinante mit dem Diagonalgliede s^8^s^...Sin-*2j 

bekanntlich das Quadrat eines Produktes von Differenzen je zweier a, 

und daher von Null verschieden ist. 

Herr T. erwähnt den Fall, dass man 

« — 1 f< — 3 w — 5 
«1 = . , (X., = ^ , a. = r- etc. 

setzt und n unendlich nimmt. Die Function q>(x)y welche für die 
II Abscissen a mit tpCx) übereinstimmt, lässt sich dann mit xpCx) 
selbst verwechseln, während 2(j:«— 1 in log(«+l)-"log(a?--l) tiber- 
geht. Die Näherungsnenner N sind dann die Kugelfunctionen, und 
die Enwickelung von q) nach den N verwandelt sich also in die 
Entwickelung von xp nach Kugelfunctionen. 

§ 16. Es möge sich eine Function xp(x) nach solchen ganzen 
Functionen JV^ (x) entwickeln lassen, wie sie im Bd. I, 2. Zusatz z. 
5. Kapitel, S. 287 u. f. vorkamen, die also so beschaffen sind, dass 
wenn f(x) eine gegebene Function bezeichnet, Ny vom y*'*" Grade 
ist, und 

''N,X^)Ny(x)f(x)dx 



/ 



9 

verschwindet so lange die ganzen nicht negativen Zahlen /u und v 
verschieden bleiben. Diese Reihe sei 



Alsdann kann man zeigen, dass diejenige ganze Function 
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„ton Grades y, welche bewirkt dass 

9 

ein Minimum sei, der Anfang der Entwickelung von xf)(x) 
wird, nämlich 

n 
y = 2:CrNr(x). 

In der That, wenn man setzt 

y = a^+a^x-\ h«*«"^ 

80 muRR, damit y das Integral zum Minimum machen kann, die 
Bedingung erflUlt werden 



u 



und zwar für willkürliche Verrückungen da. Dieses geschieht nur, 
wenn von v = bis y = w immer ist 

folglich erfüllt diejenige Function w**" Grades, y, welche das 
verlangte Minimum hervorbringt, wirklich die vorstehende Glei- 
chung. 

Entwickelt man y — ^ix) in eine nach den JV geordnete Reihe 

so kann in derselben kein A'^ vorkommen, dessen Index /< kleiner 
als n wäre (I. 2i)l— 292). Käme nämlich als Glied mit dem niedrig- 
sten Index JV^ vor, wo fKZn, so würde, wenn man xf" nach Func- 
tionen JV in die Reihe 

ari' = 6iV^, + 6,JV^-i + ... 

entwickelt, was immer geschehen kann, da N). für jedes ganze A 
eine Function des Grades l ist, der Ausdruck 

nicht verschwinden, während er doch Null sein musste. Daher 
enthält also die Differenz kein Glied iVr(a?), wo v<ii, d. i. es 
haben sich in der Differenz y — v(^)? durch die Rubtraction , aus 
^{x) alle Glieder JV^ fortgehoben von y = bis v = n. Dies ist 
der oben angegebene Satz. 
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Für den Fall gf = — 1, A = 1, f(x) = 1, in welchem Nn sich in 
P" verwandelt, hat Herr Plarr*) denselben ausgesprochen. Die- 
jenige ganze Function «^" Grades y, welche eine solche Beziehung 
zu einer gegebenen Function V;(x) hat, dass der mittlere Werth 
des Quadrates der Abweichung, [y — V(^)]'j zwischen a?= — 1 und 
a? = 1 möglichst klein wird, ist demnach der Anfang der Entwicke- 
lung von \p(x) nach Kugelfunctionen bis zu dem Gliede incl., wel- 
ches den Factor P*(rr) enthält. 



n. Thell. 

Das Potential. 



Erstes Kapitel. 

Allgeraeines über das Potential, Die Kugel. 

§ 17. Die mathematische Physik löst kein einziges Problem, 
welches die Natur darbietet genau, da die Annahmen, welche als 
Grundlage flir die mathematische Behandlung dienen in keinem 
Falle zutreffen; man setzt vielmehr statt der wirklichen Aufgaben 
mathematische Probleme, indem man Grundsatze, die Gesetze, auf- 
stellt, die allerdings nicht willkürlich erdacht sind, sondern die den 
Vorgängen in der Natur angenähert zu entsprechen scheinen. Eine 
Aelmlichkeit zwischen den aus der Rechnung sich ergebenden Re- 
sultaten und den wirklichen Erscheinungen bestimmt uns die Grund- 
sätze festzuhalten; ein Abweichen oder Widerspruch veranlasst uns 
die Annahme zu modificiren oder ganz zu verwerfen. 

In diesem zweiten Theile handelt es sich um solche Erschei- 
nungen, welche sich auf die Anziehung von Massen beziehen, und 
die f&r Entfernungen, welche nicht unmessbar klein sind, durch das 
Newton'sche Gesetz erklärt werden. Um dieses för jede Ent- 

*) Comptes rendus de TAcademie des Sciences, 11 Mai 1857. 
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fernung der Massen verwenden zu können, werden wir den Aus- 
druck desselben modificiren, nämlich statt der materiellen Punkte 
homogene, beliebig kleine Kugeln einführen. Wir nehmen als 
Grundsatz an*), dass die Mittelpunkte zweier solcher Kugeln 
sich geradlinig gegen einander bewegen; um sie zurückzuhalten muss 
man in den Mittelpunkten Kräfte, in selbstverständlicher Richtung, 
anbringen, welche proportional sind (oder gleich) dem Produkte 
ihrer Massen, dividirt durch das Quadrat der Entfernung der beiden 
Mittelpunkte. Dieses soll also für alle Kugeln gelten, deren Radien 
über einer beliebig klein gegebenen Grösse bleiben. 

Unter Kraft hat man hier nichts anderes zu verstehen als eine 
gewisse Zahl; man setzt statt derselben das Gewicht, welches man, 
event. mit Hülfe einer Rolle, bei unserer Abstraction in den Mittel- 
punkten, im Versuch in möglichst kleinen Entfernungen von den- 
selben, anzubringen hätte um sie festzuhalten, unter Masse das 
Produkt des Volumens mit einer dem Stoffe eigenthümlichen Con- 
stanten, der Dichtigkeit. Jedem Stoffe wird bei der mathematischen 
Behandlung diejenige Zahl als Dichtigkeit beigelegt, welche sich 
durch die für die Bestimmung des specifischen Gewichts üblichen 
Methoden für dasselbe ergiebt, obwohl homogene Körper nicht 
existiren. Aehnliches wie von den Dichtigkeiten gilt für das Mass 
der Entfernung der beiden Mittelpunkte von einander. 

Das New ton 'sehe Gesetz, so aufgefasst, soll gelten, wie nahe 
die Kugeln auch einander kommen mögen. Sind ihre Dichtigkeiten 
d und d\ ihre Radien r und r', so ist die Kraft, mit der sie auf 
einander wirken, wegen der Undurchdringlichkeit der Masse, am 
grössten wenn die Kugeln sich berühren, ist also kleiner als 



j\'<i 



9 (r + rj 

Dieses ist sehr klein wenn r und r' sehr klein sind, obgleich die 
Mittelpunkte alsdann sehr nahe an einander rücken, und nicht un- 

*) M. vergl. Newton! Principia philosophiae naturalis T. I, Definitio VIII, 
S. 11, 2. Ausg. V. Le Seur u. Jacquier. Genf 1760. „Voces autem Attractionis. 
Impulsus, vel Propensionis cuiuscunque in centrum, indifferenter et pro se mutao 
promiscue usurpo; has vires non Physice sed Mathdmatice tantnm considerando. Unde 
caveat Icctor, ne per hujusmodi voces cogitet me speciem vel modnm actionis can- 
samve aut rationem Physicam alicubi definire, vel centris (quae sunt pnncta Mathe- 
matica) vires vere et Physice tribuere; si forte aut centra trahere, aut vires centrorum 
esse dixero/^ 
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endlich, wie man glauben könnte, wenn man von der Anziehung 
sehr naher materieller Punkte gehandelt hätte*). 

Man weiss, dass nicht nur sehr kleine sondern auch beliebig 
grosse Kugeln, welche mit der ideellen Eigenschaft der Homo- 
geneität ausgestattet sind, nach demselben Gesetze auf einander 
wirken, welches oben für sehr kleine Kugeln als Grundsatz auf- 
gestellt wurde. Als Grundlage reicht aber dieser letztere Fall völlig 
aus, indem sich aus demselben die Wirkung von beliebig gestalteten, 
homogenen oder nicht homogenen Körpern durch eine ähnliche 
Rechnung ableiten lässt wie das gleiche Resultat wenn man, wie 
gewöhnlich, von materiellen Punkten ausgeht Beim 'Nachweise 
kommt erstens ein Satz und zweitens ein Grundsatz in Betracht. 

Nach dem Satze lässt sich jeder Körper mit beliebiger An- 
näherung ebensowohl in Kugeln zerlegen wie man ihn in Parallel- 
epipeda zerlegt**). Zertheilt mau den Körper, dessen kubischer 
Inhalt K sei, zunächst in Würfel, was so geschehen kann, dass nur 
ein beliebig kleiner Theil von K übrig bleibt, legt ferner in jeden 



*) Die beschleunigende Kraft, welche die eine Kugel in einem Punkte ihrer 

Oberfläche ausübt, ist -^rJ. In den Principia gen. theoriae fig. fluid, etc. (Werke 

V, 31) sagt Gauss: Constat, maximam attractionem , quam massa homogenea data 
in punctum datum secnndum illam legem exercere potest, esse ad attractionem, quam 
eadem massa in figuram sphaericam redacta exercet in punctum in superficie positum, 

3 

ut 3 ad y25; posterior vero attractio cum gravitate facile comparatur. Die Grenzfläche 
des Maximal-Kurpers entsteht durch Rotation einer ebenen Curve um die Richtung der 
Anziehung in 0, Befindet sich nämlich der Körper in der Gestalt, dass die Anziehung in 
einem Punkte der Oberfläche ein Maximum, also grösser ist als diejenige, welche die 
Masse, in eine andere Gestalt gebracht, auf ausüben werde, so ziehe man von O 
aus einen Radinsvector r nach einem Punkte fx der Oberfläche. Der Winkel den r 
mit der Richtung der Anziehung in bildet sei (p. Dann ist der Beitrag zur An- 
tiehnng auf 0, welchen ft liefert (weil die Variation der Anziehung bei Aenderung 
der Gestalt des Körpers NuU sein muss), also fi cos (f> . r— 2, für jedes (p und r constant 
und zwar gleich fUM—^, wenn a den Radinsvector bezeichnet der von aus nach dem 
Punkte der Oberfläche gezogen wird, in welchem die Richtung der Anziehung auf 
die Oberfläche schneidet, so dass also r = a für (/) = ist. Man findet daher als 
Gleichung der rotirenden erzeugenden Cnnre a^coatfj =: r^ ab Anziehung des Körpers 
in O den Werth foTr, als Volumen desselben f^a^n, woraus sich sofort das von 
Gauss mitgetheilte Resultat ergiebt. 

**) Diese Art der Behandlung habe ich in der kleinen Schrift angedeutet: Das 
New ton 'sehe Gesetz, Halle, 1864, Buchh. des Waisenhauses, S. 17 u. f. Den fol- 
genden einfachen Beweis verdanke ich dem talentvollen früh verstorbenen Dr. Theodor 
Bern er aus Berlin (f 1866). 

Heine, Anwendnngen der Kugelfanctionen. 2. Aufl. 3 
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Würfel eine berührende Kugel, deren Infaalt faV ist, wenn der 
Würfel die Seite 2a also den Inhalt 8a' besitzt, so wird der Inhalt 
jeder einzelnen Engel etwas grösser als die Hälfte des betr. Würfels, 
und der Inhalt aller Kugeln zusammen grösser als iK. Von dem 
Körper bleibt also weniger als das Volumen iK übrig, welches noch 
nicht in Kugelform gefasst ist Zerlegt man diesen Best in Kugeln, 
so wird wiederum ein Theil, weniger als die Hälfte desselben, d. i. 
als ^K übrig bleiben. Fährt man so fort, so ist die Masse K in 
Kugeln zerlegt mit Ausnahme eines Stückes, welches kleiner ist als 
K, getheilt durch eine beliebig hohe Potenz von 2. Dieses ist der 
Beweis des Satzes. 

Zweitens nimmt man in unserer ideellen Mechanik an, dass die 
Anziehungskraft, welche ein nicht homogener Körper auf eine homo- 
gene Kugel ausübt, dieselbe ist wie die Grenze von den (nach dem 
Parallelogramm der Kräfte zusammengesetzten) Wirkungen der ge- 
sammten unendlich kleinen, als homogen betrachteten Theilchen des 
Körpers, denen man als Dichtigkeit die Dichtigkeit in einem be- 
liebigen Punkte des Theilchens beilegt. Dass diese Ausdrücke sich 
einer Grenze nähern und dass diese Grenze, ein dreifaches Integral, 
von der Art der Theilung wesentlich unabhängig, ist beweist man 
leicht und gründet darauf die Erklärung des dreifachen Integrals. 
Einige hierbei zu Grunde liegende Voraussetzungen über die Art 
des Theilungsgesetzes werden unten erwähnt. — Dies ist der 
Grundsatz. 

Es mögen kleine Kugeln vorliegen mit Massen /u,, /u,, etc. Die 
Goordinaten des Mittelpunktes der t^° seien a^ b^^ c^, und die Ent- 
fernung desselben von einem Punkte mit den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, ä sei 

Man nennt die Summe 

V = -^^ 4- -^ 4- -^?- -I 

xf, ti,j ifj 

welche für Massen die im Endlichen liegen immer endlich bleibt 
da nach unseren Festsetzungen keine Grösse R Null ist, das 
Potential der Massen /u im Punkte 0. 

Die Anziehung, welche diese Massen auf eine kleine Kugel 
mit der Masse m ausüben, deren Mittelpunkt 0, wegen der Un- 
durchdringlichkeit, nicht in ju^, /u,, etc. fallen kann, lässt sich in 
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drei Kräfte tnS, mff, mZ zerlegen, die in 0, parallel den Axen, 
wirken. Man hat 

wenn die Snmmation sich auf so viele Werthe von t bezieht als 
anziehende Kugeln /u vorhanden sind. Nach Lagrange*) lassen 
sich die Gomponenten S, H, Z durch partielle Differentialquotienten 
des Potentials vermittelst der Formeln darstellen 

"^ 9« ' dy ^ dz 

Bilden die anziehenden Massen einen zusammenhängenden 

Körper von beliebiger Gestalt, so heisst Potential desselben im 

Punkte 0, der ihm nicht angehört, die Grenze, welcher der 

obige Ausdruck von V zustrebt, wenn die Masse, im Sinne unseres 

Satzes, in Kugeln /u^ zerschnitten wird. Diese Summe geht, wie 

oben erwähnt wurde, in ein Integral über, welches sich über die 

ganze anziehende Masse erstreckt. Sind a, b, c die Goordinaten 

eineB unbestimmten Punktes derselben, setzt man femer 

R^ = (x^ay + (y^by + (z~-c)\ 

so bleibt die Art in welcher man die Zerschneidung der Masse in 
imendlich kleine Theile vornimmt, für die Integration gleichgültig. 
Heisst das Massenelement, welchem der Punkt a, b, c angehört 
dfi, 80 ist daher das Potential der anziehenden Masse in 
einem Punkte der sich ausserhalb derselben befindet 

(«••• -=///^- 

Anmerk. 1. Wir betrachten einen Raum W. Die rechtwinkligen Goordi- 
naten der Punkte desselben seien a, b, c; ferner sei ({a^ b, c) eine gegebene 
«ndliche und zunächst continuirlicbe Function. Aus dem Räume W scheidet 
man n Stücke to^, fr,» . . ., fr«, . . .^ tOn aus, die man nach einem von vom 
herein gewählten Gesetze begrenzt, sei es durch Parallelepipeda, Kugeln, oder 
andere Flächen. Das Gesetz sei folgendermassen beschaiTen: 

a) Mit wachsendem n werden die Volumina w unendlich klein, und zwar 
werden sowohl die bei wachsender Stellenzahl hinzutretenden als die etwa forl- 
fallenden Räume für sich unendlich klein. Ebenso wird W — 2w^ unendlich klein. 

6) Die grösste Schwankung, welche f in einem Volumen V) erleidet, wird 
mit wachsendem n unendlich klein. 



*) Nonveaax M^moires de rAcaddmie royale des Sciences et belies Lettres, 
de Berlin, ann^e 1777. M. vergl. die am Schlüsse dieses Bandes beHndlichen Zusätze 
xn 8. 1 — 2 dei vorigen Bandes. 

3* 
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Sind DUO a«y b^, c« die Coordinaten eines Punktes welcher dem Raum w^ 
angehört, so setze man bei der Theilzahl n 

es ist zu zeigen, dass mit wachsendem n sich Sn einer Grenze nähert. 

Man hat dazu nur nachzuweisen (I.65,a), dass Sn+r—Sn mit wachsendem n, 
welche ganze positive Zahl man auch für v nimmt, beliebig klein wird. Es 
möge der Raum, welcher dem zuerst ausgeschiedenen hinzutritt wenn n in n-f-^ 
übergeht, durch die Zahl e^ gemessen werden, der, welcher wieder fortfallt, durch e^, 
bt m der grösste Werth von f im Räume W, so können die Summen Sn nnd 
Sn-^^ wegen der Verschiedenheit des ausscheidenden und hinzutretenden Raumes 
sich höchstens um m^e^-^e^) unterscheiden. Ist i] grösser als die grösste 
Schwankung von f in einem Theile w der ersten Summe Sn und auch der 
zweiten Summe Sn+y, so wird der Theil in der DiiTerenz zwischen den Summen 
Sn und Sn+rf Welcher sich auf die in beiden gleichzeitig vorkommenden Volumina 
bezieht, <.fl-W, also die Differenz Sn+p—Sn absolut <.tn(€i-{-€^)'\'TjW. 
Da m und rj mit wachsendem n beliebig klein gemacht werden können, so 
wird wirklich Sn+y — Sn beliebig klein. 

In ähnlicher Art zeigt man, dass eine Theilung in Volumina von verschie- 
dener Form, z. R. das erste Mal in Parallepipeda das andere Mal in Kugeln, 
auf dieselbe Grenze führt. In der That, führt eine neue Art der Theilung in 
n Volumina auf eine Summe «„ statt Sn, so erkennt man bald, dass Sn — Sn 
mit wachsendem n unendlich klein wird. 

Femer erkennt man durch dieselbe Retrachtungsweise, dass Sn auch dann 
noch eine Grenze besitzt, wenn f zwar endlich bleibt aber discontinuirlich ist, 
und die Discontinuitätspunkte keinen körperlichen Raum erfüllen. 

Die Grenze der Summe nennt man bekanntlich dreifaches Integral von f 
über den Raum W und bezeichnet sie durch 
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f(a, 6, c)dt, 

indem man durch dt auf ein unendliches kleines Volumen ta deutet*). In dem 
vorliegenden besondem Falle des Potentials, wo f(a, b, c) gleich der Dichtigkeit 
getheilt durch R zu setzen ist, wird durch dfi, wie üblich, das Produkt der 
Dichtigkeit und des Volumens w angedeutet, und man sagt, dass man nach /u 
über die ganze Masse integrire. 

Des bei weitem kürzer zu fassenden Ausdrucks halber habe ich mich bei 
dem Reweise der Existenz des dreifachen Integrals einer geometrischen Einkleidung 
bedient, während der Reweis durch Zurückführung auf die Reschaffenheit von 
Zahlenreihen wesentlich ein analytischer ist; ebenso wie bei der Einführung 
des einfachen Integrales kann man diese Einkleidung aber auch für das vielfache 
entbehren, und das Ganze lässt sich rein analytisch darstellen, wenn nur das 
Vorstehende etwas modißcirt wird. 

Was oben von der Existenz des dreifachen Integrales gesagt wurde, gilt 
selbstverständlich auch von solchen zweifachen Integralen die über eine Fläche 
zu nehmen sind. 

Für einfache bestimmte Integrale ist, vorzugsweise durch Dirichlet's Vor- 
träge, der Weg festgelegt und geebnet, auf welchem man von dem als Grenze 

*) Häufig fügt man nicht drei sondern nur ein Integralseichen hinzu. 
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definirten Werthe zu den Eigenschaften gelangt, die ein solches bestimmtes Integral 
als besonderen Werth eines unbestimmten, als Lösung einer einfachen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung charakterisiren. Für vielfache Integrale ist dieses, 
wie mir scheint, noch nicht in gleichem Grade geschehen. Wenn ich gleich im 
allgemeinen die bekannten Sätze, die sich hierauf beziehen, im Texte benutze, 
so schien es mir do6h zweckmässig, einige fundamentale Sätze, z. B. von der 
Differentiation unter dem Integrale, in der unten folgenden mit kleinerem Druck 
versehenen Anmerkung unmittelbar auf die obige Erklärung des dreifachen Inte- 
grals zarückzufuhren. Im wesentlichen geschieht dasselbe bei der üblichen Art 
die Green'schen Sätze abzuleiten, wobei man nur, zur Abkürzung, die wesent- 
lichen Eigenschaften der einfachen Integrale zu Grunde zu legen pflegt. 

Potential fttr einen inmitten der Masre gelegenen 
Pankt nennt man die Grenze eines so eben definirten Potentials. 
Schneidet man um einen Punkt 0, der inmitten einer Masse liegt, 
ein Stück e der einsohliessenden Masse heraus, so nähert sich 
das Potential im Punkte 0, welches zu der übrig bleibenden Masse 
gehört, mit abnehmenden e, einer Grenze. Diese Grenze heisst 
das Potential in 0. Dasselbe ist also die Grenze des obigen Inte- 
grals, welches über die um e verkleinerte Masse genommen wird, 
aus der das Stück ausgeschnitten ist, in welchem R Null, und daher 
die zu integrirende Function unendlich wird. Integral einer dis- 
continuirlichen Function heisst aber, nach der üblichen Definition, 
gerade die Grenze eines Integrales über ein Gebiet, aus welchem 
der Theil ausgeschnitten ist, in dem die zu integrirende Function 
unstetig wird. Daher giebt derselbe Ausdruck (1) das Po- 
tential einer Masse im Punkte 0, er möge der Masse an- 
gehören oder nicht. Dass das Iiftegral eine Bedeutung hat, wenn 
die Dichtigkeit endlich bleibt, zeigt man leicht. Auch das so defi- 
nirte Potential hat eine Beziehung zu der Anziehung, welche 
erleidet. 

Die Frage nach der Anziehung, welche die Masse die einen 
Raum erfüllt in einem Punkt im Innern der Masse ausübt, kann 
zwar wegen der Undurchdringlichkeit nicht gestellt werden. Man 
schneidet aber, wenn in der Masse liegt, ein kleines Stück e um 
aus, berechnet die Gomponenten S, etc. der Anziehung in auf 
welche, wie man unseren Untersuchungen S. 32 über die Wirkung 
unendlich naher Kugeln aufeinander entnimmt, das Ausfallen eines 
kleinen Massentheiles einen nur geringen Einfluss ausüben kann 
und versteht unter Gomponenten der ganzen Anziehung 
die Grenzen jener Gomponenten für abnehmcmde e. Berücksichtigt 
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man noch, wie oben, die Definition des Integrales einer discontinuir- 
liehen Function, so findet man: Die Gomponenten der Anziehung 
einer Masse, im Punkte 0, er möge der Masse angehören 
oder nicht, sind 
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wenn die Integration über die ganze Masse ausgedehnt wird. 

Wir werden im Folgenden nur über Massen handeln, die durch 
eine geschlossene oder durch zwei getrennte und geschlossene Flächen 
begrenzt sind, obgleich die Theorie uns eine solche Beschränkung 
nicht auferlegt und kaum zu modificiren ist, wenn noch mehr Flächen 
vorhanden sind, welche Körper begrenzen. Wir nennen unter den 
der Masse nicht angehörenden Punkten diejenigen, welche im 
hohlen Räume liegen, die man also nicht in's Unendliche ftlhren 
kann ohne sie durch die Masse selbst zu ftihren, innere, die an- 
deren äussere. Wo eine Unterscheidung nothwendig ist hängen 
wir den Buchstaben Vy 0, S, etc. den Index ^, a, t an, je nachdem 
es sich um inmitten der Massen gelegene, äussere ödere innere 
Punkte handelt. 

Dass das Potential und die Gomponenten einer endlichen Masse, 
welche sich auf Punkte 0« und 0» beziehen, einen Werth besitzen 
folgt ohne weiteres aus der oben gegebenen Erklärung des drei- 
fachen Integrals von f{ayb,c)di für ein endlich bleibendes f. Das 
Gleiche beweist man bekanntlich für dieselben Functionen, wenn 
sie sich auf 0^ beziehen, durch Einführung von Polarcoordinaten 
statt der rechtwinkligen a, b, c auf S. 35. Man setzt nämlich 

a = x-\-ReoHa, b = y + /lsinacosft c = z + Rsmasmß, 

wo a und ß von bis tt, resp. 27t wachsen. Ist k die (endlich 
gedachte) Dichtigkeit des Elements dfi vom Volumen dt, also 

dfi = kdt = kR^inadadßdBy 

so wird erhalten 

V^ = /TfkRßmadadßdRy Sfi =fffkmiaQo%adadßdR, 
Hf, = rf/k^m'aco»ßdadßdR, Z^ =^ ff fk^m'aÄMßdadßdR. 
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In dieser Form bleiben die vier Functionen, welche zu integriren 

sind, endlich; also sind die Integrale endlich und bestimmt. 

An merk. 2. Direct aus der Erklärung des integrales in Anmerk. 1 konnte 
man den Beweis führen, dass Potential und Kraftcomponenten noch in einem 
Punkte Oft, welcher der Masse angehört, existircn. Man geht hierzu davon aus, 
dass jene Grenzen von Summen wirklidi vorhanden sind, welche wir abgekürzt 
durch 



fkdt r a — x ,, 



bezeichnen, wenn die Integration über ein Volumen Yf erfolgt, welches nach 
aussen willkürlich begrenzt wird, nach innen durch eine Kugelfläche mit dem 
Mittelpunkte oder \Xy y, z]. Hier wird k als endliche, wenn auch nicht als 
überall continuirliche Function von a, h, c vorausgesetzt, so dass der Fall ein- 
geschlossen ist, in welchem man statt einer Kugelfläche eine andere Begrenzung 
wählen will. In der That hat man eine solche, wenn man in einigen Theilen 
des Kugelraumes k gleich Null setzt. 

Wir müssen zeigen, dass die obigen Integrale einer Grenze zustreben, wenn 

der Radius der Kugel um den Mittelpunkt sich der Null nähert. Nach den 

in Anmerk. 1 angewandten Prinzipien hat man zu diesem Zwecke nur zu be- 

x/veisen, dass dieselben Integrale beliebig klein werden, wenn sie sich auf den 

Haum zwischen zwei Kugeln mit dem Mittelpunkte = \x, y, z] beziehen und 

der Radius a der grösseren hinlänglich klein ist, während der der kleineren ß 

irgend eine Grösse zwischen und a erhält. Man führt den Beweis, indem 

cnan darauf hinweist, dass die Integrale kleiner sind als das Produkt je eines 

Integrales über dieselbe Schale 

dieses multiplicirt mit K, dem grössten Werthe der Dichtigkeit in der Schale. 
Die letzteren Integrale sind aber resp. 

wie man findet, wenn man die Schalen durch Kegel, welche zum Scheitel 
haben, und durch concentrische Kugeln in unendlich kleine Theile zerlegt. Bei 
hinlänglich klein gewähltem Radius a sind also die Integrale beliebig klein. 

Zugleich hat man den Zusatz: Ist eine Masse und in derselben ein Punkt 
Oft gegeben, so kann man von der Masse so viel fortnehmen, dass das Potential 
und die Anziehung in 0^^ selbst wenn dieser Punkt noch immer mit Masse 
umgeben ist, beliebig klein werden. 

Dieses vorausgesetzt komme ich jetzt zum Beweise des Satzes über die 
Differentiation unter dem Integrale, welchen man in der nachfolgenden Zu- 
sammenstellung auf S. 42 unter 3) findet, dass man nämlich hat 

dass also die Anziehungscomponente, wenn auch der Punkt x, y, z der Masse 
selbst angehört, durch Diflercntiation des Potentials erhalten wird, während sie 
doch ursprünglich, auf S. 38, durch das Integral auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung definirt war. 



4-:» 



PotectU}. 



§ n, 1. 



iMm Ibewa«« &m^ Satzes fehl man vod 4«r 
quoüeata ans. Setzt non 



;: des [Hfllerailial- 



LsiD ^ 



*y 



^. I ;> - o,/ - Cy - ft./ - > - 

io hat BUB ans d«n«lbeB 

— = = ur 



- = r». 



cx 






Es lifce zQBichst der funkt O ansserhalb der Nasses (sei also 
eiB Punkt Ö^ oder OJ. 

bann wird V[x — h) — r(x). für jeA» k, die Grene fnr • = oc 
i'-^ Gbed ist 



d. L. nadi dem Taylor 'sehen Lehrsatze, wenn e eise Zahl onter 1 bedeutet, 
dekh 



*t.r. 



Dieser Ansdrnci rerschaA uns die Gleichiu^ 



Ä.' 



— Lim -X r, ». I — i^ — =i ;r^— I- 

[•ie erste Omue ist von k uaaiihanf«^ und gerade M: das mit r«^« mnltiplicirte 
Glied der iweiten Reihe wird for «ehr kleine k »Uist »Lr klein, daher auch der 
L:m. der Suzcme Hir w = >:. Daher kann der DiTenalialqnoticBt v^ob F nach 
X »ch Tom ersten Gliede der rechten Seite, d. i. «v^n M. ucht unterscheiden. 

Wir beweisen hieraos die- 




»Ibe GlcMhim? fv den Fall 
dass O inmitten der Massen 
liect. Xach dem Vorhergehenden 
f €SQ^ es Lkto. weai der Xach- 
we^ fcr ein bciiehif kleines Masscn- 
stBck. m dem Oliest, geführt wird, 
(^er Adlich. da. nach dem Zo- 
sat». ^ ftr ein «4dies sehr klein 
wird, dfiis man beweist, es könne 

rl' 

- . - beiie(i;c kleu ceinacht wer- 

rx 

den. wenn zun nur das Massen- 



$:üci. :& ies£ der Ihinkt 

l;r^l und acf wekiies skh das 



§ 17, 1. Allgemeines. 41 

Potential V bezieht, hinläDglich klein nimmt. Wir nehmen als solches, ohne 
der Allgemeinheit zu schaden (da k, wie schon oben bemerkt wurde, in ein- 
zelnen Stücken Null sein kann) des bequemeren Ausdrucks halber eine Kugel, 
die mit dem Radius a um den Punkt beschrieben ist, und setzen für h zu- 
nächst einen bestimmten Werth unter a. Von als Mittelpunkt aus lege man 
eine Kugel mit Binem Radius ß, welcher ein aliquoter Theil, der m^ von h 
sein möge, ebenso um den Punkt 0^ = [x-{-h,y, 2]. Den Raum, welchen 
diese beiden Kugeln einschliessen, bezeichnen wir als Raum resp. 1, den Raum, 
welcher von der Kugel mit dem Radius a übrig bleibt wenn die ersten beiden 
ausgeschlossen sind, durch 2. Ferner bedeute P irgend einen Punkt im Räume 
O, 1 oder 2 mit den Coordinaten a, b, c. Es ist also 

a der Radius der grössten Kugel um 0, 
ß ,. *, ,. Kugel um 0, 
I P »> »» I» »» i »» "1» 

00, =h, /? = — • 

Alsdann hat man nach der Erklärung des bestimmten Integrals für den 
Fall, dass die zu integrirende Function, wie bei uns, unendlich wird, wenn man 
das Potential der ganzen Masse, in mit V(x), also in 0, mit V(x -f hi) be- 
zeicbtiet, 

wo das erste Integral über die Räume 1 und 2, das zweite über und 2 zu 
nehmen ist. Daher wird die Differenz V(x + A) — V(x) die Grenze für w = 00 
von folgendem Ausdruck 

rr_i i_\. .s . /*Mk_ fML. 

^^PA PfiJ ' '^J Pfi, J Pfi 

Hier bezeichnet der an Py h und / angehängte Index 0, 1 oder 2 den Raum 
zu dessen Punkten [a, b, c] sie gehören, und über den also integrirt wird. 

Das zweite und dritte von diesen drei Integralen werden, selbst noch 
durch A dividirt, mit A zugleich Null. Z. R. bei der Untersuchung des dritten 
geht man davon aus, dass ist 

OP,>00,-ß, h = mß, fMi.<jL^fk,dt,. 
Ist wiederum K der grösste Werth von k, so hat man also 

Setzt man für ß seinen Werth, so ist klar, dass die rechte Seite, selbst wenn 
man m nicht unendlich nimmt, mit A zugleich zu Null convergirt. 

Rei der Untersuchimg des ersten Integrales von den dreien geht man von 
der Relation aus 

1 1 __ A fa—x 1 a—x—k 1 "1 

Tfil^pfl^ pft+pfi, V~öp^'o;p,^~ö;p~'öp,\ 

A / 1 i N 

P,O^P,0,\0,P,'^ OP/ 
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Das erste Integral getheill durch h ist demnach 

In einem Tlieile des Raumes 2 ist OP, > 0,P^, in dem andern OP, <; 0,^,; 
jedenfalls wird der vorstehende Ausdruck kleiner als 






Das letzte Integral ist kleiner als lan, das erste als 4(a4'A)^> so dass die 
Summe beider, und gleichfalls ihr üffaches beliebig klein ist, wenn a klein genug 
genommen wird. 

Von den Eigenschaften des Potentials in einfach zusammen- 
hängenden Ränmen, die zum grössten Theil in den von Herrn 
Grube herausgegebenen Vorlesungen*) von Dirichlet entwickelt 
sind, hebe ich hier die folgenden hervor, die sich auf Potentiale 
von körperlichen Massen beziehen, gleichviel ob ihnen an- 
gehört oder nicht angehört: 

1) Das Potential in 0, welches sich auf mehrere Massen be- 
zieht, ist gleich der Summe aus den Potentialen in von den ein- 
zelnen Massen. 

2) V und, wenn q die Entfernung des Punktes von irgend 
einem festen in der Endlichkeit liegenden Punkte vorstellt, qV 
sind continuirliche und endliche Functionen der Coordinaten x, y, s 
des Punktes 0. Für p = oo wird qV gleich der anziehenden 
Masse. 

Dass der Ausdruck -^ für Ä = unendlich wird , steht nicht 

im Widerspruch mit der Eigenschaft der Endlichkeit des Potentials, 
da derselbe, nach unserer Einführung des Newton' sehen Gesetzes 
und der Definition des Potentials, in der That nicht ein Potential 
im ganzen Räume ist, sondern ein solches nur mit Ausschluss eines, 
wenn auch beliebig kleinen, Raumes. 

3) Die Componenten der Anziehung in findet man aus V 
durch Differentiation; man hat nämlich (s. S. 39) 

dx ' dy ' dz 

4) Diese, sowie der Differentialquotient von V nach jeder Rioh- 

*} Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Ent- 
fernung wirkenden Kräfte. Leipzig, 1876. 
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taug*) Q bleiben selbst und multiplicirt mit q'\ auch im Unend- 
lichen, continuirlich und endlich. 

5) In Punkten 0, welche der Masse nicht angehören (Oa und 
O.), wird 

in Punkten Oft, die der Masse angehören, in welche die Dichtigkeit 
der Masse k ist, wird 

wenn in ihrer Umgebung die Dichtigkeit k, welche diflferentiirbar 
Torausgesetzt wird, sich continuirlich ändert. An der Begrenzung 
des Körpers selbst lässt sich JV ein bestimmter Werth nicht zu- 
schreiben. 

6) Die Eigenschaften des Potentials, welche unter f)) angegeben 
sind, könnte man in sofern bestimmende nennen, als sich V aus 
der Dichtigkeit der Masse bestimmen lässt; sie sind jedoch in sofern 
nicht bestimmend, als es mehrere Functionen giebt, die in JF fbr 
V gesetzt dasselbe — Ank liefern. Man beweist aber, dass eine Func- 
tion V in einem Räume, dass daher auch das Potential V im ganzen 
Räume in dem sich die anziehenden Massen nicht befinden, be- 
Btimmt ist durch die Eigenschaften 2), 4) durch ^/K==0, und end- 
lich durch den Werth, welchen V an der Begrenzung an- 
nimmt. 

§ 18. Das dreifache Integral (1), welches das Potential eines 
jeden Körpers ausdrückt, lässt sich für einige Körper, wie Kugeln, 
EUipsoide, Cylinder, Kegel, mit Hülfe der Functionen, welche im 
I. Bd. behandelt wurden, in andere Formen bringen, in denen ver- 
schiedene Eigenschaften des Potentials hervortreten, unter denen 



*) Ist ein fester Punkt P und eine in P beginnende Gerade PR gegeben, ist femer 
Q ein (beweglicher) Punkt auf derselben, / irgend eine Function des Ortes in jedem 
Punkte, so heisst Differentialquotient von / im Punkte P nach der Richtung PR die 
Grenze, welcher sich ein Quotient nähert, dessen Zähler der Werth von / im Punkte Q 
weniger dem Werthe von / im Punkte P, dessen Nenner die Zahl PQ ist, weni^ Q 
sich P nähert. War z. B. / als Function der rechtwinkligen Coordinaten x, ^, 2 
gegeben, und bildet die Richtung PR mit den positiven Richtungen der Axen Winkel 
a, /?, y, so ist der Differentialqnotient von / nach der Richtung PR, die Continnität 
von / nach jeder Richtung vorausgesetzt, gleich 

cos o ./(x) 4- cos/? ./(y) 4- cos y ./'(s), 

alfo endlich und continuirlich, wenn es /'(x), /'(y) und /'(s) sind. 
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diejenigen hervorzuheben sind, welche unten zur Auffindung einer 
Function auB bestimmenden Eigenschaften dienen, oder in solche 
Formen, die sich für eine angenäherte Berechnung eigenen, oder 
welche auf einfache Ausdrücke für V führen, wenn geeignete An- 
nahmen über die Beschaffenheit der Masse, d. i. über die Aenderung 
der Dichtigkeit von Punkt zu Punkt gemacht werden. In diesem 
Kapitel handeln wir über die Kugel. 
Festsetzungen und Bezeichnung: 

Der Badius der Kugel ist r; ihr Mittelpunkt zugleich der An- 
fangspunkt der Goordinaten. 

X, y, s sind die rechtwinkligen Goordinaten des Punktes O; 
a, b, c zunächst solcher Punkte, welche den anziehenden Massen 
angehören. Man setzt 

X = rcos0 a = scoBtj 

y = rsin^cosv^ b = «sini^cosoi 
9 = reindBinip c = semtjBiata; 
0<d<n, 0<V<27r; 0<T]<n, 0<w<:2n; 
cosy = cosöcosiy-l* sinösini7C0s(t/; — w). 

Die Dichtigkeit im Punkte a, b, c ist k[ayb^c] oder k(s,ri,to) oder 
schlechtweg h. Daher ist k eine solche einwerthige Function von 
s, f], w, die für « = von ij und w, für i; = von w unabhängig 
wird. 

R^=z(x-ay + (y-by + i&-cy=^r'-2rseoBy + s'] 
dadbdc = s^einrjdijdwds; TR = 1. 

Einen bestimmten Werth von r oder s bezeichnen wir durch r; 
treten zwei solcher Werthe zugleich auf, so heissen sie r^ und r, 
und zwar ist r, < r^. Unten führt man statt r den Logarithmos 
ein durch die Gleichungen 

r = e*', ro = e% r, =c^'. 

Der Ausdruck (1) für V verwandelt sich durch Einführung der 
Polarcoordinaten in 

% ^0 is y^»-'— 2r«cosy + «" 

Wir betrachten das Potential bei gegebener Dichtigkeit 
gesondert in jedem der drei Räume a, i, fi. 

1) Das Potential Va der Kugel im äussern Punkte ©„, und 
zwar zunächst einer vollen Kugel, nachher der Kugelschale. In 
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diesem Falle ist r>s, so dass T sich (1. 11) nach absteigenden 
Potenzen von r in eine bis in die Grenze der Convergenz r = r 
coHTergirende Reihe entwickeln lässt. Man hat daher 

(2)... F. = i -i, X("), (r>r), 



Die Functionen A<">, nach denen V durch (2) entwickelt wird, 
sind Engelfanctionen n^" Grades in Bezug auf die Veränderlichen 
und v> da die Functionen P"(cosy) solche Functionen sind. Aus 
letzteren entsteht nämlich X", wie (3) zeigt, durch Multiplication mit 
Constanten, und durch eine Addition derartiger Produkte, nämlich 
durch Integration derselben nach Constanten in Bezug auf und v. 

Verschiedene Umformungen von A("\ Wir setzen an die 
Stelle der Dichtigkeit k ihre Entwickelung nach Kugelfunctionen, 
die hier durch K bezeichnet werden. Um hieraus einen Nutzen 
ziehen zu können muss man annehmen, k sei so beschaffen, dass 
diese Reihe für alle « von bis r in gleichem Grade convergirt. 
Die Entwickelung geschieht nach I. 433, (a) u. (6); man erhält 

*(»,i7, 01)= Jä'<«>(ä,i7, w), 
«-(->(*, ri, w) = ^^^^y 'sin gag/^%(5, 0, V)P(''>(cosy)ÖV, 



und hieraus nach L 327, (e) 

(a) . . . X(n) = gi^j / V)(*, d,tp)f^^^(U. 



Diese Formel ist dann zur Verwendung beciuem, wenn man 
ans h ohne grosse Mtthe die K in einfacher Form aufstellen kann. 
Im allgemeinen formt man aber (a) mit Httlfe des Additionstheorems 
I. 312 noch weiter um. Setzt man nämlich in den vorstehenden 
Ausdruck von K durch ein Doppelintegral statt P die Reihe aus 
(52) ein, so erhält man 
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Hier ist ^' so zu verstehen wie in der Anm. zu I. 201, d. i. so dass 
das V = entsprechende Glied halb genommen wird; femer sind 
a, C, S die Ausdrücke L 312 und 320, also 

«(«) - 9 [l-3...(2ii-l)]» 

"^^ n(ri + v)n(n+v) * 

Ci"^(i?, 0)) = P5'^(cosiy)cosi'Cii, SjT^Ciy, w) = P^r\eoBfi)smv€ü. 

Durch Einsetzen dieser Werthe in (a) entsteht schliesslich 

(3, a) ... XW = Z'C^r\0, xli)pa^:^^'^ds+s!:\e, t/;)/*'a?^f^»df. 



Bisher haben wir das Potential einer vollen Kugel betrachtet. 
Wird aus derselben eine concentrische mit dem Radius x^ heraus- 
geschnitten, so ergiebt sich das Potential der ttbrig bleibenden, von 
zwei concentrischen Kugeln begrenzten Schale, nach § 17, S. 42, 
No. 1, durch Subtraction der beiden Potentiale, in demselben 
Punkte Oa, die sich das erste auf die grössere das zweite auf die 
kleinere Kugel beziehen. Fttr eine solche, aus zwei concen- 
trischen Kugeln gebildete Schale gelten also noch immer 
die Formeln (3), (a), (3, a), wenn die sämmtlichen Integrale 
nach «, statt von an, von r, an bis r oder bis r^, wie wir 
wegen der Symmetrie sagen, genommen werden. 

2) Das Potential der Schale im Punkte 0«. In diesem 
Falle ist r<r, <ro zu nehmen, so dass sich V aus (1, a) nach 
aufsteigenden Potenzen von r entwickeln lässt. Man erhält da- 
durch die Gleichungen 



(4) . . . r, = Jf-xi^ 

Auch diese Formel gilt bis in die Grenze, d. i. bis r = r,. 
Der Ausdruck fllr C und S aus I. 321, (54, a) zeigt sofort dass 

eine ganze Function n**" Grades von x, y und » ist. Hieraus und 
aus (4) folgt der Satz: 

Ist die Dichtigkeit in jedem Punkte der Masse eine ganze 
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Funetion m*^ Grades der rechtwinkligen Coordinaten des- 
selben, 80 ist das Potential V in 0« gleichfalls eine ganze 
Function m**° Grades der Coordinaten «, y, » von 0,. Femer 
zieht man aus (2) und (3): In demselben Falle ist V in 0« 
eine ganze Function fii^° Grades von Xy y, » dividirt durch 
r*"^*. Ersetzt man x, y, z durch r, 0, %p so kommt im Nenner 
keine höhere als die n+l'® Potenz von r vor. 

3) Das Potential der Schale im Punkte 0^. In diesem 
Falle befindet sich r zwischen r, und to*, legt man durch 0^ eine 
den gegebenen concentrische Kugel, so zerfällt man die gegebene 
zusammenhängende Masse in zwei, nämlich in eine Schale begrenzt 
Ton Kugeln mit den Badien r, und r, und eine zweite auf die sich 
r und to beziehen. F^ ist die Summe der Potentiale beider Schalen 
im Punkte 0^^ der für die erstere als ein äusserer (in der Grenz- 
lage) fbr die zweite als ein innerer gilt. Man erhält, durch An- 
wendung der Gleichungen fUr V im 1. und 2. Falle, schliesslich 

oder, in weiter ausgeführter Form, 

r, r 

Anmerkung. Durch Zusammensetzung der unter 1) und 2) 
gewonnenen Resultate ergiebt sich auch das Potential in einem 
Punkte des hohlen Raumes der entsteht, wenn man aus einer 
vollen Kugel durch zwei ihr concentrische Kugelflächen das zwi- 
schen diesen beiden liegende Massenstttck herausschneidet. Ein 
solches Potential wird im § 21, No. 3 betrachtet. 

§ 19. Wir suchen das Potential in einigen speciellen Fällen 
auf, in welchen der Dichtigkeit k besonders einfache Werthe er- 
theilt werden. 

1) Es sei Ar = 1. Die Entwickelung von k nach Kugelfunc- 
tionen reducirt sich dann auf ein einziges Glied K^^^ = 1 und man 
erhält aus § 18, 1—3 die bekannten Sätze 

V. = -^ . ^^'-' , F. = 2«(r: - r:), Y, =-. 2n{x\ - ir'- J li), 
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nach denen also V^ so gross ist wie das Potential einer beliebig 
kleinen homogenen Kugel mit demselben Mittelpunkt und derselben 
Masse wie die gegebene, während K, in allen Punkten 0« eon^tant 
bleibt. 

2) Es sei * = /"(«), d. i. die Dichtigkeit im Punkte (a, 6, c) sei 
nur eine Function seines Abstandes vom Mittelpunkte. Man hat 
wiederum ür^"> = wenn n > 0, und /f^^^ = f(j8\ also 

h 'r, 

V,, r= -yy f{s)s'di^AnJ f(s)sds. 

3) Es sei A* eine ganze Function der Coordinaten a, b, c. 
In diesem Falle kennt man bereits das hauptsächliche Resultat im 
allgemeinen (S. § 18, No. 2 am Schluss). Man gelangt aber ein- 
facher zum fertigen Resultate als nach den allgemeinen Methoden, 
indem sich hier die Entwickelung von Ar nach Eugelfunctionen K 
verhältnissmässig leicht ausführen lässt. Denn jede ganze Function 
der Coordinaten zerfällt in eine Summe von homogenen Functionen 
derselben; das Potential, welches der Summe entspricht, ist aber 
die Summe der Potentiale, welche den einzelnen Summanden ent- 
sprechen, und dadurch unsere Aufgabe auf die speciellere reducirt, 
das Potential V aufzusuchen, wenn die Dichtigkeit fc[ay 6, c] 
als homogene ganze Function m**'" Grades von*a, 6, c ge- 
geben ist. 

Aus I. 324 — 325 kennt man eine einfache Methode zur Ent- 
wickelung solcher Function k nach Kugelfunctionen. Setzt man in 
die ganze Function k statt a, b, c die Coordinaten x, y, s so findet 
man durch mehrfache Differentiationen nach x, y, z, wie dort an- 
gegeben wurde, eine Reihe von Kugelfunctionen der Veränderlichen 
6 und V. nämlich FH Y(m-2)^ etc., schliesslich F») oder F*» je 
nachdem m eine ungerade oder gerade Zahl bezeichnet, von der 
Beschaffenheit, dass identisch ist 

(a) ... k(x, y, z) = YC") + r' Y(^^-^h* F"»-*) + . . . , 

wo jede Kugelfunction Y(*> zugleich eine ganze homogene Function 
n^^"" Grades der Coordinaten x, y, a wird. Die Dichtigkeit im Punkte 
[a, b, c] findet man selbstverständlich aus (a), wenn man in den F 
statt X, y, z setzt a, b, c und s statt r. 
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Die in § 18, (a) S. 45 und die in (4) vorkommende Function K 
ergiebt sich leicht aus Y. In der That wird identisch 

wenn m—n eine gerade positive Zahl vorstellt, sonst Null. Da 
ferner F"> gleich r» mal einer von r unabhängigen ganzen Function 
ist, 80 wird 

auf der rechten Seite kommt s nur in s"^ vor, so dass die Integrale 
(a) und (4) im § 18, fbr Xa und X^, sofort ausgeführt werden können. 
Man findet dann als Entwickelung von V nach Eugelfunctionen die 
endlichen Reihen 

fa\ y 5» J^ ±9 ^ I y(n) 

W • • • y'= f (2n+l)(t+2-n) (rr^-'-r^^-) ^^'^^ 

Wenn die Summation nach n sich auf die Werthe m, m— 2, m— 4, etc. 
bis 1 oder bezieht. Dies ist das fertige Resultat, welches im § 18 
Ko. 2 angedeutet wurde. 

Eine Entwickelung von F^ nach Kugelfunctionen übergehe ich ; 
man stellt sie aus (ß) und (y) ebenso her wie (5) aus (3) und (4) 
gebildet wurde. 

Als Beispiele lasse ich die Ausdrücke für das Potential, oder 
vielmehr für die Werthe der Y folgen, aus denen V nach (ß) und 
(y) gebildet wird, wenn für k die allgemeinste homogene Function 
des Grades m = 1, 2 oder 3 genommen wird. Der Fall m = ist 
bereits durch No. 1 in diesem Paragraphen, d. i. durch Behandlung 
des Falles 4 = 1, erledigt. Zur Abkürzung der Formeln werde ich 
für a, b, c und x, y, z setzen a,, a,, a,; x^^x^^ or,, und durch das 

vor einem Gliede stehende j^ die Summe der drei Glieder be< 

zeichnen, welche aus ihm durch cyklische Vertauschung der Indices, 
in der Ordnung 1, 2, 3, 1, etc. entstehen. Die Buchstaben a, ß, y 
sind irgend welche Constante. 

a) m = L 

Die Dichtigkeit der Masse im Punkte [«,,03,0,], nach der bis- 
herigen Bezeichnung im Punkte [a^6>c], ist 

Heine, Anvendnngen der KngelfuDctionen. 2. Aufl. 4 
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vollständig geschrieben 

* = Vi^ + y^^ + yzC. 
Es giebt nur ein Y, nämlich 

Bei dieser Art von Vertheilung der Masse im Körper ist (offenbar) 
die Dichtigkeit in jedem Punkte gleich, oder proportional, seiner 
Entfernung e von einer durch den Mittelpunkt der Kugel gelegten 
Ebene, wenn die Entfernung nach der einen Richtung mit dem 
positiven, nach der anderen mit dem negativen Zeichen versehen 
wird. Unsere Formel (ß) zeigt, dass bei dieser Vertheilung der 
Masse die Kugel nach aussen hin dieselbe Wirkung ausübt 
wie ein Magnet auf einen entfernten Magnetpol, nämlich 
eine solche, dass das Potential V^ gleich einer Gonstanten mal ei— ^ 
ist; fär einen innem Punkt hat man nach (y) die Gleichung 

F. = c.const. 

6) m = 2. 

c) m = 3. 

y(«) = ig(3y. + a,+ft):r, 

+ (Aß,^a,^3y,)x,xl. 

Will man diese Ausdrucke in die gewöhnliche Form der Kugel- 
functionen bringen I. B23, b, so fllhrt man statt x, y, s, d. i. statt 
a?,, a;„, x, die Polarcoordinaten ein, und erhält im Falle (a) 

172/3 ' ^ ^ 

im Falle (b) 

r-2y(2) — (cos'ö— ^)Sy, — sinöcos^(of3CosV' + ajSini^) 

+ isin-^öKy,— y3)cos2?^ + a,sin2t^]. 
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und im Falle (c) 

5r-i Y(») = (3y, + a,+ ft)coB 
+ 8iiiÖ[(3y, + a,+ft)co8i^+(3y, + «, +/?,)8mV/], 

-isinÖ^W [(a, + 3y,- 4ft)cos V; H- (/?, + By,- ia^sint//] 
+ iV8m'Ö^(^)J(4«,- 3y ~ A)co82v/ -(4/?,- 3y,- a,)8in2i//] 
+i8iii'Ö^W[(y,-aJco83V;-(y,-Ä)8in3i^], 
wenn man wie I. 202 8etzt 

^!U = co8Ö— -5^ — x/^ — TT — ^ cos Ö+etc. 

2(2n— 1) 

§ 20. Au8 den Ausdrücken für F im § 18 lässt sich auch das 
Potential einer Schale herleiten, welche durch beliebig gelegene, 
nicht mehr concentrische Kugeln gebildet wird. Im Zusammen- 
hang hiermit handeln wir allgemein über die Bestimmung des Po- 
tentials einer Schale, welche nach aussen durch eine gegebene zu- 
sammenhängende Fläche @, nach innen durch eine zweite gegebene 
6 begrenzt wird, aus der Dichtigkeit. 

Einen analytischen Ausdruck fUr das Potential besitzt man auch 
ftür diesen Fall, indem man nämlich das dreifache Integral (1) über 
alle Punkte ausdehnt, welche der Schale angehören. Es giebt aber 
noch einen zweiten Weg, indem man das Potential des einzigen 
ToUen Körpers 6 bestimmt, dem man eine Dichtigkeit giebt, welche 
zwischen den Flächen 6 und @ mit der gegebenen der Schale über- 
einstimmt, die aber innerhalb des Raumes @ verschwindet, oder 
eine solche die dort imaginär wird, so dass man im letzten Falle 
nur den reellen Theil des Integrals beizubehalten hat um das Re- 
sultat zu gewinnen. Dieses Verfahren würde jedoch die analytische 
Schwierigkeit, welche die Forderung einer Vereinfachung des drei- 
fachen Integrals darbietet, nur auf eine andere Stelle übertragen, 
nämlich auf die Herstellung eines einfachen Ausdrucks für die nun- 
mehr discontinuirliche Dichtigkeit. Zu einer einfachen analy- 
tischen Bestimmung des Potentials führt ein solches Verfahren in 
der Regel nicht wenn es nicht gelingt, passende Goordinaten ein- 
zuführen, durch welche nämlich die Dichtigkeit in dem gegebenen 
Räume sich einfach ausdrücken lässt. Indem wir hier von Methoden 
handeln, welche mit Erfolg zur Vereinfachung der Ausdrücke an- 
gewandt werden, denken wir uns die Dichtigkeit in jedem Punkte 

4* 



52 Potential. § 20, 5. 

• 

der Schale als Function des Ortes so analytisch gegeben, dass 
diese Function zwar nur für Punkte der Schale die wirkliche 
Dichtigkeit vorstellt, aber für alle Punkte im Innern von @ noch 
eine Bedeutung behält, wie es z. B. der Fall wäre, wenn die 
Dichtigkeit der Schale constant oder auch als ganze Function der 
Coordinaten a, b, c gegeben ist Die Aufgabe der Aufsuchung des 
Potentials der von zwei beliebig gegebenen Flächen begrenzten 
Schale ist dann durch S. 42, No. 1 auf zwei des yollen, von je einer 
beliebig gegebenen Fläche begrenzten Körpers zurückgeführt. 
Man hat nämlich aufzusuchen: 

1) das Potential des vollen Körpers 6, 

2) das Potential des vollen Körpers (S 

in dem gegebenen Punkte 0, der für jeden von den beiden 
vollen Körpern ein äusserer Oa, oder ein inmitten der Masse ge- 
legener OfM sein kann; ein anderer Fall kann nicht eintreten. Ist 
für (S ein äusserer, so ist er es auch für @; liegt in der Masse 
der Schale, so liegt er auch in der Masse des Körpers 6, ist aber 
für den Körper @ ein äusserer; liegt er in dem von @ umschlossenen 
Raum, so liegt er inmitten der Masse der beiden Körper @ und @. 
Beziehen wir die Buchstaben Vy tv, V auf die Potentiale resp. des 
vollen Körpers 6, oder des vollen Körpers @, oder der Schale, so 
hat man also 

Vg = Va — fOay y^ = V^ — «?a> ^t =" ^^ — «>/i- 

Somit ist die Bestimmung des Potentials der Schale in den drei 
Fällen Va, F^^ VI auf die Bestimmung des Potentiales eines vollen 
Körpers in zwei Fällen Va und c^ und eines zweiten vollen in zwei 
Fällen, tVa und Wfi zurückgeführt. 

Die Bestimmung eines Potentiales in einem Punkt 0^ kann 
zuweilen leichter ausgeführt, d. i. das Potential kann leichter in 
eine einfache Form gebracht werden als im Punkte 0«; im allge- 
meinen gilt sie aber für die schwierigere, und daher zerlegt man 
sie weiter. Um z. B. v^ zu finden, legt man durch 0^ eine ge- 
schlossene Fläche %^ die man, was wohl zu beachten ist, nach 
Gutdünken wählt. Dann hat man das Potential der von 6 und 
% begrenzten Schale, und ausserdem des von % umschlossenen 
Körpers, in einem Punkte, der auf der Grenzfläche % liegt, zu suchen. 
Für die Schale ist ein solcher Punkt als Grenzfall (S. 42, No. 2) 
eines inneren Oi , für den Körper % als Grenzfall eines äusseren O» 
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zn betrachten. Die Aufgabe, das Potential der eben erwähnten 
Schale zu bilden ist aber leichter als die ursprüngliche, weil ihre 
eine Begrenzung gewählt, also möglichst bequem angenommen 
werden kann. Aehnlich verfährt man mit dem Körper, dessen 
Potential w ist. 

War @ oder @ eine Eugelfläche, so nimmt man fUr % eine 
concentrische, war 6 oder @ ein EUipsoid, so wählt man für % 
ein confocales, auch wohl ein concentrisches ähnliches und ähnlich 
liegendes EUipsoid. Die Bestimmung des Potentials einer 
Schale, die von zwei beliebigen Kugeln, oder Ellipsoiden, 
oder einer Kugel und einem EUipsoid begrenzt wird, ist 
hiermit zurückgeführt auf die Bestimmung des Potentials 
Yon Schalen, die begrenzt sind allein von zwei concen- 
irischen Kugeln oder von zwei concentrischen Ellipsoiden. 

Beispiel. Mit Hülfe der Ausdrücke (ß) und (y) S. 49 lässt 
sich das Potential einer homogenen Schale, welche von zwei beliebig 
liegenden Kugeln begrenzt wird fertig, ohne dass noch Integrationen 
auszuführen bleiben, angeben, wenn die Dichtigkeit der Masse in 
jedem Punkte eine ganze Function seiner Coordinaten ist. Wir 
bebandeln z. B. den Fall, in dem die Kugelschale die Dichtigkeit 
1 hat. Aus einer Kugel von der Dichtigkeit 1, mit dem Mittel- 
punkt C und dem Radius r^ wird also eine Kugel mit dem Mittel- 
punkte D und dem Badius r^ herausgeschnitten. Das Potential der 
Schale im Punkte wird gesucht 

Aus dem Vorhergehenden und § 19, No. 1 folgt: Ein äusserer 
Punkt bewegt sich unter dem Einfluss der Anziehung dieser 
bohlen Kugel so, als ob er nach einem festen Centrum 
(nämlich nach C) nach dem Newton'schen Gesetze ange- 
zogen, von einem zweiten (nämlich von />) nach demselben 
Gesetze abgestossen würde. Die in C und D concentrirten 

Massen sind gleich -q-^J? resp. -q-tj zu setzen. 

Das Potential Va ist 

3 VOC ODJ 

Setzt man die Centrale CD = c, femer die Länge der Pro- 
jection des Punktes auf die Centrale CD, von C an gerechnet, 
gleich a;^ so wird das Potential der Schale in dem innem hohlen 
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Räume 

Daherwirkt auf einen in dieser Höhlung befindlichen Punkt 
eine Kraft die ähnlich der Schwerkraft ist, d.i. eine Kraft, 
die parallel der Centrale DO ist und gleich einer Gonstanten, näm- 
lich ^cn. 

Vorgreifend bemerke ich (m. vergl. § 46), dass man ein ähn- 
liches Resultat wie das f&r den Punkt 0« der Kugelhöhlung geltende, 
auch f&r eine aus ähnlichen EUipsoiden gebildete Schale erhält 
Das Potential eines vollen homogenen EUipsoides mit der Dichtig- 
keit 1 und den halben Hauptaxen a, ß, y ist nämlich, wenn diese 
Axen zugleich die Coordinatenaxen sind, im Punkte 

^^ J ^ a'+» /?'+» y'+»^}^(a'-fO(/»'+«)(y +«) 
wenn a für den äusseren Punkt den positiven Werth bezeichnet 
welcher, statt s gesetzt, das Element des Integrals zu Null macht, 
aber Null vorstellt, wenn in der Masse oder auf der Begrenzung 
des EUipsoides liegt. Daher hat F^ die Form 

wenn nty p, q, r Constante bezeichnen, deren Bedeutung die Ver- 
gleiohung dieser Formel mit der unmittelbar vorhergehenden zeigt. 
Ein ähnliches EUipsoid mit demselben Mittelpunkt, gleicher Lage 
der Axen, und Halbaxen von der Länge a,, /f,, y^ giebt als Potential 
in demselben Punkte, wenn es ihn in sich enthält, 

ma^—px^—qy^—rz^y 

so dass dieser Ausdruck sich nur durch das erste Glied von dem 
vorhergehenden fllr F^ unterscheidet. 

Das Potential eines EUipsoides, wenn die Axen parallel mit 
sich selbst verlegt werden, so dass der Anfangspunkt (a, b, c) wird, 
ist also 

Folglich ist das Potential der Schale, welche nach aussen durch 
das Ellipsoid mit den Halbaxen a, ß, y und ^dem Mittelpunkte 
(0,0,0), nach innen durch das ähnliche und ähnlich liegende mit 
den Halbaxen a^, /?,, y, und dem Mittelpunkte (a, 6, c) begrenzt 
wird, in dem Punkte des hohlen Raumes 0« := (o?^ y^ s) 

F; = m(a'— aJ)-|-pa'-|-}6'-f-rc'--2(apaj-|-ft5fy+-cr»), 
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80 dass ftlr die Wirkung der ellipsoidischen excentrischen Schale 
auf einen im hohlen Räume liegenden Punkt 0, dasselbe gilt wie 
ftlr die excentrische Kugelschale; f&r beide ist das Potential eine 
lineare Function der Coordinaten des Punktes. 

§. 21. Bisher wurde das Potential im massenerfbllten und im 
leeren Räume aus der Dichtigkeit abgeleitet ; hier wird sein Werth 
im leeren Räume (Va oder F,, aber nicht F^) gefunden, wenn V 
auf den Kugelflächeji gegeben ist, welche die Masse be- 
grenzen. Hier wird also ftlr Kugelflächen das wirklich aus- 
geführt, dessen Möglichkeit fUr alle Flächen auf S. 43 unter 6) an- 
gegeben wurde. 

1) Nach aussen seien die Massen durch eine Kugelfläche mit 
dem Radius r begrenzt; auf' der Grenzfläche, also ftlr/* = r, sei V 
im Punkte (r, 6, \fi) eine gegebene Function f(0, tf/). Man ent- 
wickele f(0, \fi) in eine Reihe von Kugelfunctionen, und setze 

* 

(a) ... f(e, %p) = FW+ Y(0+ FW+etc. 
Nach der Gleich. (2) muss diese Reihe mit 

i-X(o)+JLx(i)4--l.xw+etc. 

übereinstimmen , so dass man erhält X^") = r""*"^ F^"), und hieraus 
das Potential in jedem äussern Punkte (r, 0^ xp) 

(6) . . . F. = JsCir) r»), (r > r). 

Setzt man für Y den Werth ein, welcher ihm nach I. 433, 6 zu- 
kommt und führt die Summation nach n aus, so entsteht 



(6') ... ra = 



- ^(^^-O r\'..^;^^ r fS^k!^^^ 



An 



J •{ (r'-2rrcosy + r0* 



2) Die Masse sei nach innen durch eine Kugelfläche mit dem 
Hadius r, begrenzt. Heisst in dem Punkte (r^, 6, \p) das Potential 
dieser Schale f,(ö, \p) und ist 

(a') . . . ae, tp) = ¥(:»+ y(0+ yw+etc. 

seine Entwickelung nach Kugelfunctionen, so geben die Glei- 
chungen (4) 

(c)... F,= 1(-~)V«), (r<r,) 
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woraus man, wie oben, durch Snmmation erh&It 

4^ < *$ (r'-2rrjOOBy+r;)* 

3) Aus einer yollen Kugel sei eine Schale durch zwei con- 
centrische Kugeln ausgeschnitten, so dass jetzt gerade der Raum 
zwischen den Kugeln mit den Radien r^ und tj leer bleibt, welcher 
in den beiden vorhergehenden Fällen die Masse enthielt. Das 
Potential der ganzen vorhandenen Masse sei fj(ßy i//) ftlr r = r^ und 
f\(fli tp) f^T r = ti', wir suchen das Potential F, der Masse in dem 
leeren Räume. Der Theil derselben welcher, vom Mittelpunkt aus 
gerechnet, jenseits der grösseren Kugel liegt, giebt zu demselben 
einen Beitrag, dessen n^ Glied nach (4) die Form hat r*Xi*>, der 
Theil, welcher diesseits der kleineren liegt, nach (2), ein n*~ Glied 
von der Form r-^-*X^"\ Man hat also, wenn man f^ und f^ nach 
(a) und (a') entwickelt und r einmal gleich r<„ einmal gleich r, 
setzt, zur Bestimmung von X^") und X(fi die linearen Gleichungen 

t;x(r)+rr'-*x(») = y(">, 

r^X(»)+rr'-^Ä<«)= y<"). 

Die Werthe von X^ und X,, welche man durch Auflösung derselben 
erhält, hat man schliesslich in die Gleichung zu setzen 

F, = J r«Xi«)+r-«-iXW, (r, < r < rj. 

Dadurch entsteht folgender Ausdruck für F, durch die aus f^ und 
f^ bekannten Functionen Y^ und F,: 

Man kann denselben noch transformiren, indem man für r eine 
neue Veränderliche a einführt und setzt (s. S. 44) 

r = ePy to = eP% r, = e^». 
Wenn o alle Werthe von a^ bis a^ durchläuft, so erhält r alle 
Werthe die dieser Veränderlichen zukommen, nämlich von x^ bis 
tft. Durch diese Substitution nimmt F in dem leeren Räume, wo 
a, < a < cr^ ist, wenn man noch n 4- 1 = v setzt, die Form an 

Ist z. B. das Potential auf jeder der beiden Flächen constant, 
gleich c^ für r = ro, gleich c^ für r = r,, so wird Ff ^> = c^ und 
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y(o) r= Cj, also in dem leeren Räume zwischen den beiden Kugel- 
flilohen 



Aach in diesem dritten Falle kann man die für das Potential 
gefundene Fonnel, hier (d), noch weiter umformen, indem man 
statt der Y^ wie es früher in (6) und (o) geschah, die ursprünglich 
gegebenen Functionen f einführt. Dann findet man 



wenn man setzt, wie oben, y = n -f i) und 

A */o I i\ sinyt(a — a,) ^ v, . 

A, = i(2n + l) ^^yo"^) p(,)( ), 

Die ziemlich einfache Seihe A^ und die aus ihr durch Ver- 
tauschung von o^ und a, untereinander sofort entstehende A^ lassen 
sich übrigens durch das Integral aus einer elliptischen Function 
sommiren. Ersetzt man nämlich P durch das zweite der Integrale 
I. (7, b), welche H. Mehler aus den Dirichlet'schen abgeleitet hat, 
setzt also, wenn man für y den positiven Werth unter n nimmt, 

^^ y 2 (cos y — cosx) 
so wird 

^•^ y 2 (cos y — cosx) 
wenn man die Bezeichnung einführt 

Bo = 2i(2i,+l)^^^Ä7-^?^ 
Man setze 

Bo dass 9 kleiner als 1 ist; alsdann geht B^ in den Differential- 
quotienten nach a von 

4j-y-L[gixiy((^_cFjt+x)~-siny((a--a,)t-x)] 
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über, d. b. nacb Jacobi'scber Bezeicbnang in den reellen Tbeil Ton 

4kK d 



kK d f . *'/,./ xx> 



Die Ausführung der Differentiation, und die Darstellung des ganzen 
Ausdrucks durch die elliptischen Functionen von 

^X und ^(a-aj 

hat keine Schwierigkeiten. Man erhält also statt der Summe, welche 
sich auf der rechten Seite von (ß) befindet, ein dreifaches Integral 
Dieselben Resultate findet man, wenn man B nicht auf den Diffe- 
rentialquotienten von dem Sinus der Amplitude, sondern auf das 
Quadrat eines solchen Sinus zurückführt; dies geschieht durch die 
Gleichung 

("äir) [«^'a™ — (^ + X)-Bin''am— (a;-x)j 
= ^_ a sinxsinir+ ^j_ j- sin2xsin2a;4- tj-;-^-^ sin 3% sin 3a? + etc. 

Während man seit Jacobi weiss, dass Reihen wie die für B, 
deren allgemeines m**» Glied wesentlich der Quotient von Sinus der 
gleichen Vielfachen der verschiedenen Veränderlichen x und y^ also 
wesentlich sinmrrisinmy ist, durch die elliptischen Functionen Bum- 
mirt sind, z. B. wenn m alle ungeraden positiven Zahlen durchläuft 

durch sin am , wobei y in die Constante q oder K eingeht, 

n 

habe ich seit vielen Jahren vergeblich versucht solche analoge 
Reihen einfach zu summiren, deren allgemeines Glied der Quotient 
P"\x)\P"\y) ist. Die Analogie der trigonometrischen mit den Eugel- 
functionen, die ich oft hervorgehoben habe, z. B. in der Darstellung 
beider durch vielfache Differentialquotienten (I. § 6), führte bis jetzt 
noch nicht auf einen Summenausdruck, den ich hätte bei den Unter- 
suchungen über das Potential des Rotationsellipsoides verwerthen 
können. Vergl. § 41. 

Ein besonderes Interesse kommt, wie sich im § 29 zeigen wird, 
dem Falle zu, in welchem die gegebenen Functionen /^(ö, \p') und 
fi(ß> ^) diö reciproken Entfernungen T^ und Tj eines beliebig ge- 
gebenen festen Punktes (unten heisst dieser Punkt der Pol) von 
den Punkten (ö, '^p) sind , welche auf den Kugelflächen r = r^, und 
r = r, liegen , zumal wenn dieser feste Punkt sich in dem Räume 
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befindet, welcher von den beiden Flächen eingeschlossen wird. In 
diesem Falle lassen sich zwei von den drei Integrationen ausführen, 
welche in dem Ausdruck (d) fllr V, vorkommen und man erhält für 
K« einen Ausdruck der wie A^ beschafTen ist, der nämlich nur eine 
einfache Integration einer elliptischen Function verlangt. 

Um dies zu zeigen bezeichnen wir die Coordinaten des festen 
Punktes, des Poles, mit s, tj, w, wo r, < « < r^, und setzen log« = t. 

Alsdann ist 

/o(0,i/') = [r:~2*rocosy+*^-*, 

also die Entwickelung von /^ nach Kugelfunctionen 

«•=0 ^0 

Aehnlich wird die Entwickelung von f^. Setzt man die hieraus 
hervorgehenden Werthe der Y in (d) ein, so findet man fdr 
diesen Fall 

' „=o sinyi(ao--a,) "^ '^^ 

I g-y(T-<r,) __ — vo / p(«)(cosy). 

smyi(ao— aj ^ ^^ 

Die rechte Seite transformirt man durch die Gleichungen 

c~'siny = (costa? + isinMj)8iny 

• • • 

= i8in(y + te) + isin(y — taj)+yCOs(y— ir)— yCosCy + ir). 

Diese Gleichung multiplicirt man mit P(")(cosy) und setzt auf der 
rechten Seite hierfür das Integral aus der ersten Gleichung in 
I. (7, b) in den ersten beiden Gliedern, das Integral aus der zweiten 
Gleichung im dritten und vierten Gliede. Vorher verändert man 
aber die Grenzen und y, resp. y und n der beiden Integrale in 
— y und y resp. y und 2fj — y. Dadurch entsteht 

2fj«-'smyP(»)(cosy) = / ^J—-/, ±_^_^^^—^ ^-dx 



>^2(co8x — cosy) 

r-y sin(y+fe+>qO-r_8ip(y+ > a---fag) ^ 
1/9 ^/»noA/ — p.ftfi v^ 



-7 

_ /^-y sinf 



y >^2(cosy — cosx) 

Um das erste Glied auf der rechten Seite des Ausdrucks von F, 
umzugestalten macht man 



60 Potential. § 22, 5. 

für das zweite macht man 
Setzt man noch 



^ . w . ^ n 



X+K^ + o^-a,-^T)= -j^u, x + K<f-^o—^i + ^) = 



«1» 



X-i(a-<ro+a,-T)=-^ II,, ;^— i(a— a^— a, + = -^«,» 
so erhält man endlich 

27r'}^ ^^ |^ä(co8y^eosx) 

^ A 8nti + snti, + snti,+ snti, | 
•1^ y2 (cosx — cos y) J ' 

wenn man sin am abgekttrzt durch sn bezeichnet. 

Nach Herrn Mehler*), der durch ein ganz verschiedenes Ver- 
fahren F, gleichfalls in dieser Form findet ohne den Aasdruck (d) 
von V^, also die Beihe für V^, zu gehrauchen, bemerke ich dass 
man, um F* für den speciellen Fall y = oder y = tt zu erhalten, 
nicht diese Werthe in die Formel zu substituiren hat, sondern die 
Grenzwerthe des obigen Ausdrucks für y = oder n nehmen muss. 
Dies stammt aus dem Umstände, dass die Integrale, welche Herr 
Mehler für P*'(cosy) gefunden hat (7,6), in den gleichen F&Uen 
durch ihre Grenzwerthe ersetzt werden müssen. 

§ 22. Die Erscheinungen der Anziehung und Abstossung bei 
elektrischen Körpern leitet man durch Rechnung ab, indem man 
elektrische Massen (Fluida) von zwei Arten einführt, ein Fluidam 
mit positiver, eines mit negativer Dichtigkeit (x). Die Dichtigkeit 
ändert sich bei elektrischen (nicht bei magnetischen s. a.) 
Körpern nach der Stetigkeit; also kann x vom Positiven zum 
Negativen nur so gelangen, dass es durch Null geht Die Fluida 
wirken auf einander nach dem Newton'schen Gesetze, so dass 
man ihnen ein Potential zuschreiben kann, gleichnamige abstossend, 
ungleichnamige anziehend, und diese Kraft tritt als pondero- 
motorische auf, d. i. ihre Wirkung zeigt sich an den Massen, die 
Träger der Fluida sind. Ausserdem ist die Kraft eine elektro- 

*) Zur Theorie der Vertheilung der Elcktricität in leitenden Körpern, Jahres- 
bericht des Elbinger Gymnasiums, Ostern 1879; §4. t 
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motorische oder vielmehr scheidende, indem sie im Innern eines 
Leiters Flaida, da wo sie gemischt sind, auf welche man sie wirken 
lässt, sofort trennt. Wenn in dem elektrischen Zustand eines Leiters, 
mag dieser Zustand durch Mittheilung von Elektricität, (Berührung 
eines Körpers durch einen anderen der mit freier Elektricität ge- 
laden ist) oder durch Influenz, oder durch Beides hervorgebracht 
sein, keine Aenderung eintritt (Elektrostatik), so müssen wir daher 
annehmen, dass elektrische Kräfte, welche nach dem Vorhergehen- 
den eine Zersetzung veranlassen würden, auf keinen Punkt des 
Innern wirken. • Daher sind die Componenten S, H, Z gleich Null 
and man hat (§ 17, No. 3) für jeden Punkt 0^, wenn V das Potential 
aller wirkenden elektrischen, nicht der körperlichen, Masse be- 
zeichnet, 

dv er dv 



= 0. 



fz 



dx dy ' 9; 

Daher erhält man für den ganzen Raum in dem sich raumerfhUende 
Massen befinden, JV^, = 0. Weil aber /JV= —Anx (s. § 17,5), so 
folgt hieraus, dass auch im Innern x = sei; die Wirkung elek- 
trischer Massen verhält sich also so, als ob die anziehende oder 
abstossende Masse sich nur auf der Oberfläche des Leiters befindet 
Um den elektrischen Zustand eines Leiters zu finden, hat man also 
die Dichtigkeit der Elektricität auf der Oberfläche gegebener Leiter 
anfznsuchen, welche bewirkt, dass das Gesammt-Potential d. i. das 
Potential der Masse, die sich auf der Fläche befindet, addirt zu der 
Summe der Potentiale, welche durch die Elektricität auf den Nicht- 
leitern hervorgebracht werden, in jedem Punkte der Oberfläche 
(and im Innern, s. u.) eine constante Zahl giebt. Ausserdem ist 
zu berücksichtigen, dass die ganze auf den Leitern vertheilte elek- 
trische Masse gleich ist der den Leitern direkt mitgetheilten Elek- 
tricität; die durch Influenz geschiedenen Massen geben nämlich 
gleiche Mengen entgegengesetzter Fluida, so dass sie keinen Beitrag 
zur gesammten Elektricitätsmenge liefern. 

Diese Anwendungen führen uns auf die Betrachtung der Po- 
tentiale von Flächen. 

Anmerkung. Um die Menge der Elektricität, welche 
ein gegebener Nichtleiter enthält zu messen, kann man sich 
einer leitenden Kugel bedienen, die isolirt und deren Inneres aus- 
gehöhlt ist. In den hohlen Raum schliesst man den Nichtleiter ein. 
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80 dass er die Kugel nicht berührt. Der Nichtleiter wirkt dann, 
wie sich aus der Theorie zeigen lässt, nach aussen auf jeden Punkt 
gerade so, als ob die ganze elektrische Masse des Nichtleiters in 
dem Mittelpunkt der Kugel vereinigt wäre und dort direkt, d. i. 
von der Kugel befreit, auf den äussern Punkt, nach dem Newton- 
sehen Gesetze, wirkte. 

Man nennt Potential einer Fläche im Punkte das 
Doppelintegral 

^ =JJ -IT' 

wenn die Integration ttber eine Fläche ausgedehnt wird, deren 
Element do sei; x heisst die Dichtigkeit der Flächenbelegung in 
einem beliebigen Punkte [a, fr, c] der Fläche, welcher auf do liegt. 
Diese Dichtigkeit*) kann gleichförmig (in allen Punkten dieselbe) 
oder ungleichförmig sein, und in letzterem Falle sich nach der 
Stetigkeit ändern, oder es kann die ganze Fläche in zwei oder 
mehrere Stücke zerfallen, in deren jedem eine stetige Aenderung 
stattfindet, während beim Uebergange aus einem in das andere die 
Aenderung sprungweise geschieht. Uebrigens kann auch eine solche 
Vertheilung gedacht werden, wo unbeschadet der Endlichkeit der 
ganzen Masse, die Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
unendlich gross wird. (Z. B. bei der Vertheilung der Elektricität 
auf der Kegelfläche im Scheitel.) Der Fläche selbst wird eine im 
allgemeinen stetige Krümmung beigelegt ohne darum eine Unter- 
brechung in einzelnen Punkten oder Linien auszuschliessen. Ist x 
überall positiv, so heisst**) die Vertheilung der Masse gleichartig, 
und ungleichartig, wenn k an einigen Stellen positiv, an anderen 
negativ ist 

Für eine Kugelfläche r = r sei die Dichtigkeit x im Punkte 
[a, b, c] als Function von >] und w gegeben. Alsdann wird fbr v 
ein Ausdruck wie (1, a) auf S. 44 erhalten, nämlich 






l^r^-^rcosy+r' 

Man kann x nach Kugelfunctionen K entwickeln, und zwar in dem 
speciellen Falle, dass x eine ganze Function von a^ b, c ist, wie 



*) Gauss, Allgemeine Lehrsätze etc. art. 12. 
**) art. 29. 
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§ 19, No. 3 , während man sich im allgemeinen der Methoden den 
§ 18 bedient. Setzt man 

SO erhält man für daB Potential v im Punkte = (r, 6, tp)^ je 
nachdem r < r oder r > r ist , die erste oder zweite der Glei- 
chungen 

Man zieht hieraus Tihnliche Schlüsse flir specielle Fälle wie im § 19. 
Z. B. erhält mau fUr x = 1 die bekannten Ausdrücke 

v. = 4r7r, (r<r); v„ = — --, C > t). 

r 

Ist die Dichtigkeit x eine homogene lineare Function der recht- 
winkligen Coordinaten des Ortes auf der Oberfläche, also 

80 wird je nachdem r < r oder r > r der erste oder zweite Aus- 
druck erhalten 

v. = — 3— (y,a?+yjy + y,5), Va = 4 -p^ (y|aJ + y,y + y3«)• 
Allgemein, wenn die Dichtigkeit x eine ganze Function m^" Grades 
der rechtwinkligen Coordinaten des Orts auf der Oberfläche ist, so 
wird das Potential v im Punkte 0^ dessen Entfernung vom Mittel- 
punkte gleich r ist, wenn r < r, eine ganze Function m'*" Grades 
der rechtwinkligen Coordinaten x, y, 5 von 0, und wenn r > r eine 
solche dividirt durch die 2m -fl*"* Potenz der Entfernung r des 
Punktes vom Mittelpunkte der Kugel. 

Eine Entwickelung von x nach Rugelfunctionen giebt als an- 
genäherten Werth von x die Summe der ersten m Glieder, d. i. 
eine ganze Function der Coordinaten a, h^ c der Punkte, welche auf 
der Oberfläche liegen, so dass fttr den angenäherten Werth des 
Potentials v bei einer beliebigen Dichtigkeit dasselbe gilt, was so- 
eben von dem Potential bei einer Dichtigkeit gesagt wurde, die eine 
ganze Function von a, 6, c ist Das Potential v, in einem Punkte 
wird angenähert eine ganze Function der rechtwinkligen Coordi- 
naten von 0, und Va eine solche, die nur noch durch eine Potenz 
der Entfernung dividirt ist. 
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Von den Eigenschaften des Flächenpotentials hebe ich folgende 
hervor: (M. vergl. § 17, S. 42—43, No. 1-6) 

1) Das Potential v selbst und ^v bleiben im ganzen Räume 
einwerthig, stetig und endlich. (In der Unendlichkeit ist qy gleich 

der gesammten Masse / /xdo.) 

dy 

2) -^, sowie dieser Differentialquotient mit ß' multiplicirt, 

bleiben überall endlich und ausserhalb der mit Masse belegten 
Flächen stetig. 

3) Wenn der Punkt in den Körper hineinrftckte, so blieben 
die ersten Differentialquotienten von V nach jeder Richtung con- 
tinuirlich, während die ersten Differentialquotienten von v sich beim 
Durchgang durch die Fläche sprungweise ändern. Errichtet man 
in dem Punkte der Fläche durch den hindurchgehen soll eine 
Normale, oder vielmehr die beiden Normalen, die wir mit n und n^ 
bezeichnen und zwar jede nach der Richtung als wachsend be- 
trachtet, in welcher man sich von der Fläche entfernt, so wird 

9v , 9v - 

+ "5 — = —4nx, 



8n öw, 

wenn x die Dichtigkeit in dem Punkte der Fläche bezeichnet. Die 
beiden Differentialquotienten kann man als solche betrachten, die 
nicht im Punkte der Fläche selbst genommen werden, sondern 
in Punkten P und P,, die demselben unendlich nahe, der eine auf 
fiy der andere auf n^ liegen. Die Punkte P und P, lässt man dann 
in zusammenfallen. 

Anmerkung. Ist /"(a?, y, ») = die Gleichung einer Fläche, 
und nennt man den Raum den innern, in welchem f kleiner als 
ist, so haben die Cosinus der Winkel, welche die von innen nach 
aussen gerichtete Normale mit den positiven Richtungen der Axen 
X, r, Z bildet, die Vorzeichen resp. von /^(a?), /"'(y), TC»)- 

Die unter 3) aufgeführte Eigenschaft henutzt man zu einem kurzen, aller- 
dings in Bezug auf Strenge nicht ausreichenden Beweise des im 5. Kapitel des 
II. Theils im I. Bande bewiesenen Satzes, dass eine continuirliche Function des 
Orts auf der Kugel mit dem Radius 1, ((ß, ip), sich nach Kugelfunctionen X^"*^ 
so entwickeln lasse, dass man hat 

2m 4-1 /*^ /*2^ 

XM = -"L^ J ^xnridrij firj, ft;)P"(cosy)Öfti. 

Ü t) 

(M. vergl. I. 433 (a) u. (b).) Vorausgesetzt wird hierbei nämlich, dass die 
X eine couvergirende Reihe bilden. 
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Man denkt sich eine Kugel mit dem Radius 1 so mit Masse belegt, dass 

ihre Dichtigkeit im Punkte (iy, cd) der Oberfläche gleich f(iy, w) sei. Ihr 
Potontial im Punkte (r, 0, tp) des Raumes ist daher 



-ff 



^ ^ yi — 2rcosy + r 

Je nachdem r>i oder r <C 1 entwickelt man v nach ab- oder aufsteigenden 
Potenzen von r und erhält demnach v resp. gleich 



"^ 2m+l - ^ ^ 2m + i 

Sind die beiden Reihen mit dem m^^ GUede 

2m+l ' 2m + l 

oonvergent, so sind sie, nach einem bekannten Satze über die Gonvergenz der 
Potenzreihen (von Abel; man findet ihn unten im Zusatz zu 1. 67) die nega- 
tiven innem oder äussern Diiferentialquotienten des Potentials an der Kugelfläche 
nach den Normalen n und n^, Ihre Summe ist daher An multiplicirt mit der 
Dichtigkeit im Punkte (l.ö,i/;), d. i. mit f(d,tp). 

4) Im ganzen Räume mit Ausnahme der belegten Flächen wird 

Eindeutig bestimmt ist eine Function v im ganzen Räume durch 
folgende Bedingungen: 

dy Sy 

a) Sie genügt der Bed. 1) und Q-^ sowie Q^-^ bleibt überall 

endlich und mit Ausschluss einer oder mehrerer gegebener Flächen 
stetig und einwerthig. 

6) /Jy ist im ganzen Räume im allgemeinen Null, d. h. wenn 
höchstens irgend welche Punkte, Linien und Flächen ausgenommen 
werden. 

c) Auf den unter a) erwähnten Flächen ist 

dn 9n, 

gegeben. Diese Bedingung kann aber mit der folgenden vertauscht 
werden: 

c') Auf den unter a) erwähnten Flächen ist der Werth 
der Function v gegeben. 

Da wenn v selbst bestinmit ist auch dr : dn und 9v : ^n^ be- 
stimmt sind, so folgt, dass die durch a), 6), &) bestimmte 
Function zugleich das Potential einer Belegung jener 

Heine, A.nwejidaiigen der Kagelfuoctionen. 2. Aafl. 5 
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Flächen ist. Das Doppelintegral 

1_ rf( d^ , dY\ do 

\nJJ \dn ^ dnj R ' 

die Integration über die Flächen ausgedehnt, ist nämlich offenbar 
ein Flächenpotential, und stimmt zugleich mit der durch a), 6), c) 
bestimmten Function ttberein. 

Da eine Function durch jene Bedingungen eindeutig bestimmt 
ist, so folgt, dass eine Function v, welche den Bedingungen a), b) 
genügt und auf einer geschlossenen Fläche eonstant ist, auch im 
Innern derselben eonstant bleibt. Das Potential nimmt femer ab, 
wenn von der Begrenzung in den äusseren Raum rückt 

Es entsteht die Frage, ob jede auf einer Fläche gegeben 
continuirliche und einwerthige Function auch als Werth des Po- 
tential« einer geeigneten Belegung dieser Fläche mit Masse, in 
Punkten der Fläche angesehen werden kann, oder ob, was das- 
selbe ist, immer eine Function v der Coordinaten von O existirt, 
welche den Bedingungen a) und b) genügt und ausserdem sich in 
eine willkürlich gegebene continuirliche Function des Orts auf der 
Fläche verwandelt, wenn auf dieselbe rückt. Eine geraume Zeit 
glaubte man die Frage bejahen zu müssen (m. yergl. in „Gauss, 
Allgemeine Lehrsätze etc.^ § 33 und Dirichlet's Vorlesungen von 
Grube § 32) bis man bemerkte, dass den Beweisen unbewiesene 
Voraussetzungen zu Grunde liegen. So fordert Dirichlet's Beweis, 
dass man die auf der Oberfläche gegebene Function in's Innere 
nach der Bedingung a) fortsetzen kann, was allerdings in vielen 
Fällen geschehen kann, z. B. wenn die Function das Potential einer 
Korpermasse ist oder die reciproke Entfernung eines Punktes von 
den Punkten der Fläche (s. unten die Green' sehe Function). Im 
allgemeinen ist aber die Möglichkeit unbewiesen. Es lässt sich 
beweisen, dass unendlich viele Fortsetzungen existiren, wenn eine 
möglich ist. Femer ist die Voraussetzung unbewiesen, dass unter 
allen möglichen unendlich vielen Fortsetzungen eine existire, welche 

///[(^T)'+(f )'+(-£)> 

das Integral über das ganze Innere genommen, zu einem Minimum 
macht. M. vergl. meine Arbeit in den Göttinger Kachrichten vom 
16. August 1861 oder im IV. Bde der Mathematischen Annalen. 
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• 

Unsere hauptsächliche Aufgabe wird es sein, für eine Reihe 
Yon Flächen solche Functionen v Wirklich aufzusuchen, die den Be- 
dingungen a) und b) genügen und auf der Fläche gegebene Werthe 
annehmen. Wenn wir im Folgenden allgemeine Sätze aufstellen, 
so haben wir nur solche begrenzende Flächen im Auge, bei welchen 
eine dort gegebene Function wirklich ein Potential v ist, sollte man 
dasselbe auch nicht ftlr den leeren Raum ermitteln können. 

Da nach § 17, No. 6 das Potential V eines Körpers in Punkten 
des leeren Raumes (Va und K,) denselben bestimmenden Bedin- 
^angen unterworfen ist wie (nach a^ b, c') ein Flächenpotential v 
bis an die begrenzende Fläche, so lässt sich (wie Gauss zuerst 
zeigte) das Potential F« oder F» eines Körpers mit Masse von ge- 
gebener Dichtigkeit durch Belegung seiner Grenzflächen mit Masse 
Als Flächenpotential darstellen. Die Dichtigkeit x der dazu 
erforderlichen Belegung ist durch die vorhergehenden Sätze be- 
stimmt. Man kennt, wenn zunächst nur eine Begrenzung Yor- 
landen ist, da k gegeben ist, das Körperpotential im äusseren 
Baume Va und auf der Fläche. Es existiren femer zwei Func- 
tionen, welche den letzteren Werth auf der Fläche annehmen und 
Ton denen die eine im äusseren Räume den Bedingungen a) und fr) 
genUgt, die andere in dem von der Fläche umschlossenen (ursprüng- 
lich Masse von der Dichtigkeit h enthaltenden) Räume. Die erste 
ist offenbar Va selbst. Diese beiden Functionen, welche sich durch 
die Fläche hinduroh continuirlioh fortsetzen, bilden zusammen eine 
continuirliehe Function, die wir v nennen, welche im ganzen Räume 
den beiden Bedingungen a) und fr) genügt, also ein Flächenpotential 
ist Die gesuchte Belegung der Fläche hat die Dichtigkeit 

wo man statt des Differentialquotienten von y nach der äusseren 
Normalen den gleichen von Va nehmen kann. 

Ganz ähnlich verhält es sich, wenn mehrere Begrenzungeuf 
z. B. zwei, 6 und @, vorhanden sind, zwischen denen die Masse 
h liegt @ mag @ einschliessen. Man könnte dann durch eine Be- 
legung von @ allein die Wirkung der Massen in den äusseren 
Raum a, durch eine Belegung von @ allein in den inneren Raum i 
ersetzen. Dazu würde man zwei Functionen v und w aufsuchen, 
von denen die erste auf @ und im Räume a mit Va übereinstimmt^ 



68 Potential. §22,5. 

ferner im ganzen Räume, welcher @ umgcbliesst, den Bedingungen 
a) und h) genügt. Durch Differentiation nach den Normalen ei^ebt 
sich aus y die Dichtigkeit der Belegung von @. Eine zweite Function 
w wird aufgesucht, die im Räume, den @ umschliesst, gleich der 
Function V^ ist, und diese wird in den unendlichen Raum, welcher 
@ umschliesst, nach den Bedingungen a) und b) fortgesetzt. Sie 
liefert diejenige Belegung von @, die ein Flächenpotential gleich 
K« im Räume, den @ umschliesst, hervorbringt. Will man aber beide 
Flächen zugleich mit Masse bekleiden, und dadurch f&r Punkte 0« 
und 0« zugleich die Wirkung der Masse k ersetzen, so sucht man 
eine Function v, die an den beiden Flächen mit den Werthen von 
V daselbst übereinstimmt, ausserhalb der Flächen, d. h. in jedem 
einzelnen von den drei Räumen, ausserhalb 6, zwischen @ und % 
im Innern von @, aber den Bedingungen d) und b) genflgt. Durch 
Differentiation dieser Functionen nach den Normalen in einem 
Punkte je einer von den Flächen 6 und @ findet man die Dichtig- 
keit X daselbst. M. vergl. die Beispiele § 23. 

Den wichtigen Satz, dass sich die Wirkung von Körpermassen 
auf jeden Punkt des leeren Raumes durch die Wirkung von an- 
ziehenden Flächen auf die gleichen Punkte ersetzen lässt, hat 
Gauss schon in der Intensitas*) vis magneticae art. 2, S. 10 an- 
gekündigt. Die Ableitung findet sich in der oft erwähnten Arbeit 
von Gauss, Resultate etc. i. J. 1839 art. 36. Die Masse, welche 
auf der Fläche vertheilt werden muss, ist, wenn es sich um äussere 

Punkte handelt, genau gleich der Masse des Körpers fkdi. Denn 

im äusseren Räume ist Va=^yfa9 Also qVa— QVa; nach S. 42, 2 und 
S. 64, 1 sind diese Ausdrücke für ^ = c» die anziehenden Massen. 
Ersetzt man aber das Potential im Innern durch ein Flächen- 
potential, so können die Massen verschieden sein. Will man jedoch 
nur die Anziehung des Körpers durch die Anziehung einer 
Fläche ersetzen, so lässt sich dazu die ganze Körpermasse ver- 
wenden, indem dann nicht erforderlich ist, dass V und v selbst, son- 

dem nur dass -^— und -^— , etc. in den Punkten 0» übereinstimmen, 

dass also F, und v sich im Innern, also (S. 66) dass sie auf der 
inneren Begrenzung sich nur um eine beliebige Constante unter- 
scheiden. Man kann aber in der That eine gegebene, von O^'ver- 

♦) Werke, V. S. 87. 
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chiedene Masse, auf einer Fläche immer so vertheilen, dass das 
'otential in der Fläche constant wird. Um dies zu beweisen, denke 
nan sieh eine Function v so bestimmt, dass sie a) und 6) genügt 
ind auf der Fläche sich in v = 1 verwandelt. Eine solche Function 
txistirt (S. 67), und ist im Innern der Begrenzung constant 1, giebt 
ilso nach der inneren Normalen differentiirt Null. Hiemach wird 
lie Dichtigkeit der erforderlichen Flächenbelegung 

^ 1 8v 

4n dn ' 

wenn n die äussere Normale bezeichnet. Der Differentialquotient 
lat aber in jedem Punkte der Fläche das gleiche Zeichen, indem v 
ibsolut abnimmt oder constant bleibt, wenn man sich von der 
Fläche nach aussen zu entfernt Ueberall kann es aber nicht con- 
stant sein , weil sonst x = also v = und nicht gleich 1 wäre. 
Daher hat x auf der ganzen Fläche dasselbe Zeichen, und die ge- 
sammte Masse die zu dem constanten Potentiale v = 1 gehört, ist 
positiv und nicht Null, woraus unmittelbar folgt, dass man eine 
beliebige Masse so auf der Grenzfläche vertheilen kann, dass v dort 
und im Innern constant bleibt. 

In diesem und den folgenden Kapiteln dieses 11. Theiles 
werden wir, mit Hülfe der Kugelfunctionen und der ver- 
wandten Functionen für verschiedene gegebene Körper, 
Kugeln, Ellipsoide, etc. die Aufgabe lösen, die Begrenzung 
80 mit Masse zu belegen, dass die Belegung dieselbe Wir- 
kung oder dasselbe Potential in Punkten 0« oder 0» be- 
sitzt wie der Körper selbst, dessen Dichtigkeit A gegeben 
ist. Fassen wir das oben Entwickelte zusammen so ist dazu 

1) das Körperpotential V in dem ganzen Räume aufzusuchen 
ausser dem durch einen Index n angedeuteten, (der die anziehende 
Masse enthält); 

2) in dem letzteren Gebiete ^ eine Function v zu finden, 
welche dort den Bedingungen d) und 6) dieses Paragraphen ge- 
nügt, und auf der Begrenzung denselben Werth wie V besitzt 

3) in jedem Punkt der Begrenzung -^ — |- -k-~ zu bestimmen, 

wenn n die in den Raum ^ gerichtete, n, die entgegengesetzte Nor- 
male bezeichnet. Dieser Ausdruck, durch -— 4nr differentiirt, ist die 
dem Punkte beizulegende Dichtigkeit x. 
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In den folgenden Kapiteln werden wir den Gegenstand weniger 
aosf&hrlich behandeln als in diesem; Um Wiederholungen zu ver- 
meiden auch nicht überall die fertige Lösung der einzelnen Auf- 
gaben bringen sondern mehrfach nur die Hülfsmittel zu ihrer Lösung 
zusammenstellen. 

Die Aufgabe 1) ist durch Aufstellung des Integrales (1) im 
§17 gelöst, und es kommt nur darauf an, dasselbe ftlr jeden ge- 
gebenen Körper möglichst zu vereinfachen;, 3) erfordert nur eine 
Differentiation. Die eigentliche Schwierigkeit bei dem Aufsuchen 
der Yertheilung von Masse für gegebene Körper besteht in der 
Lösung von Aufg. 2). Statt dieser werden wir die allgemeinere 
stellen, die auch in der (Fourier' sehen) Wärmetheorie von grosser 
Bedeutung ist: 

2') Eine Function v aufzusuchen, die ftlr jede Lage von den 
Bedingungen a) und 6) genügt und sich auf den gegebenen 
Flächen in eine willkürlich gegebene continuirliche Func- 
tion des Orts verwandelt Ist sie gelöst, so wird durch 

, dv , dv 



dn ö», 

die Dichtigkeit x einer Masse bestimmt; bekleidet man die Grenz- 
fläche mit derselben, so wird ihr Flächenpotential genau v. 

Eine besondere Bedeutung kommt dem Falle zu, dass der auf 
der Greüze gegebene Werth eine Constante ist 

Die Aufgaben 2 oder 2* lösen wir zunächst nach zwei verschie- ' 
denen Methoden. Nach der einen betrachten wir die in 2' auf der 
Begrenzung @ gegebene Function noch als Potential V auf 6, erstens 
einer nur diesseits, zweitens einer nur jenseits @ vertheilten Körper^ 
masse und bilden die Fortsetzungen in den Raum jenseits resp. dies- 
seits @. (Für Kugelflächen @ sind die beiden Fortsetzungen einzeln 
im § 21 gefunden.) Die beiden Fortsetzungen fassen vm: zusammen 
als eine Function auf; diese ist das gesuchte v. Die zweite Me- 
thode (§ 26) besteht darin, dass man die partielle Differentialglei- 
chung itfv = integrirt, und zwar so dass die Lösung v auf @ den 
gegebenen Werth annimmt 

§ 23. Für Kugeln lösen wir hier die Aufgabe 2' des vorigen 
Paragraphen nach der ersten Methode , mit Hülfe des § 21 in den 
dort hervorgehobenen drei Fällen, indem wir die dortige Bezeich- 
nung beibehalten: 
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a) Eine Kugelfläohe mit dem Radius r^ oder r, begrenzt eine 
Schale nach aussen oder innen. Das Eörperpotential ist in dieser 
Fläche gegeben = f(0, t//). Man soll erstens im ganzen Raum ein 
solches Flächenpotential v finden, welches in der Begrenzung mit 
V übereinstimmt, d. i. gleich f(0, tp) wird, zweitens die Dichtigkeit x 
der zur Belegung der Grenzfläche erforderlichen Masse ermitteln. 
Die Werthe von V und v stimmen in dem durch die Fläche be- 
grenzten leeren Raum überein. 

In dem Räume, in welchem r > r ist, erhält man nach § 21, b, 
wenn das Potential, woher es auch stammt, an der Oberfläche 
f(ö, ip) ist, und F*) hier, wie dort, die «*• in der Reihe der Kugel- 
fonctionen bedeutet, in welche sich f(6, xp) entwickeln lässt, 

oder gleich dem Doppelintegral § 21, 6'. In dem Räume, in welchem 
'* <: r ist, hat man 

Oder gleich dem Doppelintegral § 21, c', wenn man darin r, mit r 
Und f^ mit f vertauscht. Hieraus findet man nach S. 70 die Dichtig- 
keit der Belegung auf der Oberfläche durch Differentiation nach den 
^^ormalen r, wenn man r = r setzt. Im allgemeinen hat man also 

^^^_2n+l_ 
iS) 4r7r 
^arf aber nicht vergessen, dass die nach r zu nehmende Grenze 
^er Summe einer Reihe nur dann gleich der Summe der Grenzen 
gesetzt werden darf, wenn letztere Reihe convergirt. Da die 
Dichtigkeit der Belegung in Punkten und Linien unendlich sein 
'kann (S. 62), so wird es sich in Fällen der Divergenz fragen , ob 
die Dichtigkeit wirklich unendlich ist oder ob nur die Convergenz 
der Reihe aufhörte und es also nicht gestattet war, die beiden 
Grenzen von dv :dr für r = r mit der Summe der Grenzen der 
einzelnen Glieder zu vertauschen. M. vergl. hierüber § 28. 

Beispiel. Der Werth des Potentials an der Oberfläche sei eine 
homogene Function der Goordinaten x, y, a vom m^° Grade, die wir, 
wie k(x, y, ») im § 19, in eine Reihe von Eugelfunctionen nach der 
dort benutzten besonderen Methode entwickeln. Wir erhalten dann 
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and es wird, wenn man in die F die Coordinaten r, 0, ^ des PonkteB 
O einsetzt, 

V = F-H-r'F— «+r*r— *i-f ..., (r<r), 

4iwf = (2«+l) F-) +(2ii-3) r— »i+(2«-7)r— ^+-, (T = ^> 

Specielle Fälle. Um an der Oberfliehe der Kngel das Po- 
tential Y = 1 zn erhalten , hat man F^> gleich 1 ra nehmen und 
findet die Dichtigkeit der daza erforderlichen Flichenbelegong 

1 

' = IS?- 

In den drei speciellen Fülen, in denen f(0, t^} eine hörnerne 
Function ron x, y, z and sc = 1. 2, 3 ist« findet man die Werthe 
der T am Schlass des § 19. Man hat daher in den beiden ersten 

Fällen, wenn man den Bachstaben ^ wie S. 49 verwendet: 

a) im Falle ■ = 1. wenn v = yjX+y,jf + y,» fftr r = r, ist: 
4nnt = 3(/,x-f y,f + y,3) = 3^[yi«<»*+Mn#(y5Cos^+y,sinv)], 

ß) im Falle si = 2, wenn t = j§[y,arj+a,x,arj für r = r, ist: 

12rmr = S[y.+5y,(2x:-xJ-x;)+15a.x,x.]. 

6) Aof der Fliehe r = r« sei F = f^(0, ^), a&f der kleineren 
Fliehe r = Tj sei F = f,(0, ^) gegeben. Man soU t so bestimmen, 
das« diese Function den bekannten Bedingungen genfigt and Ar 
r = r, resp. r = x^mf^ and f^ fibergeht 

Man hat dann offenbar 

. r>r,, T = 2:(~')^'»>; 

Ar den Raam, in welchem r. < r < r, ist, findet man, nach § 21, 
indem man wieder setzt 

logr = tf^ logr, = a,, logr, =a,, «-i-j = », 

j» All " 1 

die Gleichang 

wenn (1. 0) den Aasdruck bedeatet, welcher aas dem ersten GUede 
darch Vertaaschung der unteren Indices und 1 entsteht 
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Hieraus erhält man fttr die Dichtigkeit der Massenbelegang x^ 
^nd^, in Punkten (ö, ^) der Kugelflächen r^x^ und r = ri, welche 
im Innern der Schale dieselbe Wirkung hervorruft wie die wirk- 
Uche Massenvertheilung, die Ausdrücke 

«=0 A — H 
fl==0 A H 

^enn wiederum r, = qt^ ist Zieht man auf beiden Seiten der 
ej^sten resp. der zweiten Gleichung die Summen resp. 

&I>, deren Bedeutung die Formel für x unter d) auf S. 71 zeigt, sd' 
blähen conrergente Reihen auf den rechten Seiten der vorigen 
^l^^ichungen übrig. Die rechte Seite der ersten Differenz ist dann 

^^^hrt man für F wiederum nach I. 433 die P ein, so lässt sich die 
^^»nmation des Ausdrucks welcher F(*) statt FJ»), resp. F"^ statt 
^"^ enthält, durch die Formeln 

2K _ 1 I V 492''sin2vj? 



2Kx sin» ^S) 1— g^" ' 
TTsmam ^ 

n 

kK __ « 2g^sin2ya; 

^«^sführen. Auf dieselben Formeln kommt man, wenn* man von 

^em Ausdruck für F^j/r auf S. 57 ausgeht, indem man unter dem 

integrale, nämlich A^ und A^ differentiirt. Es ist selbstverständlich 

'^ie man dann den Ausdruck By welcher bereits durch den Diffe- 

^^ntialquotienten nach a von einer elliptischen Function summirt 

"Vrar, zur Auffindung von x verwerthen kann. 

Ist z. B. das Potential /^ auf der grösseren Kugel eine Con- 
^tante = a«, und f^ auf der kleineren eine zweite Gonstante = a,, 
5il80 FJ» = a„ Yf = o,, so wird 

*• " 4ro<ro-rJ ' ''' " 4r,7i(ro-r,) 

§24- Wenn nicht, wie im vorigen Paragraphen, der Werth 
von V auf den belegten Eugelflächen sondern die Dichtigkeit k der 
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Masse im Körper gegeben ist, so lässt sich eine ideale Vertheilang 
der Masse auf der Oberfläche, d. i. die Dichtigkeit x der Masse, mit 
welcher die Kugelflächen belegt werden können um dieselbe Wir- 
kung wie der Körper hervorzubringen, direkt durch k ausdrtleken. 

1) Eine volle Kugel mit dem Radius r, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, die durch zwei concentrische Kugeln mit den Radien 
tß und ti (wo Xq > r,) gebildete Schale giebt in Punkten r^, 0, tfß 
auf der grösseren Begrenzung, nach S. 45, das Potential 

^— -j-/ r+»ö«/ BmrjdfiJ *(«, jy, w)P(»)(cosy)3cö. 

Wie man aus § 23, unter a) ersieht wirkt also die Kugel nach 
aussen so, als ob man die Fläche r = x mit Masse belegt 
von der Dichtigkeit 

^ = 5(-?^t^)y''*ö*y'%ini7öJ7y^ 

t, ® 

Führt man die Summation aus so entsteht 

^^o^^V; •& (t:-2ro*'cosy + 0* 

2) Aus S. 46 unter 2) findet man als Dichtigkeit der Masse, 
mit der man die innere Kugelfläche r = r, zu bekleiden hat, um 
die Wirkung des Körpers nach innen (d. i. in den durch i 
charakterisirten Theil des leeren Raumes) zu ersetzen 

""^ r, 

4r,^*/ (r:~2r,«cosy+«')* 

3) Durch Belegung beider Flächen , der Fläche r = r^ und 
r = r, kann man die Wirkung der Schale zugleich auf den äusseren 
Raum a, wie auf den inneren Raum i ersetzen. Aus (5) im § 18 
kennt man die Werthe des Körperpotentials fttr r = r^ und r = r,; 
setzt man dieselben in die Ausdrücke von § 23, 6 ftlr x^ und x, ein 
so erhält man, wenn man k(s, rj, w) in k abkürzt, 

/ smwöw / P (cosyjöoi/ ä-t-) Kr-^l — ) rf». 



"""";£ 27ir 





r. 



^0 V = n-f ^ und a = log« gesetzt ist. Hieraus entsteht x^ durch 
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Vertauflchang der Indioes und 1 unter dem Integral, lieber die 
Sammirang dieser Reihen dnrch elliptische Functionen gilt Aehn- 
liehes wie bei den fr&heren Ausdrücken dieser Form. 

§ 25. ' Die „allgemeine Theorie *) des Erdmagnetismus" von 
Gauss ist eine der bedeutendsten Anwendungen des Vorhergehen- 
den. Die Grundlage der Untersuchungen von Gauss (s. daselbst 
ari. 2) ist die Voraussetzung, dass die erdmagnetische Kraft die Ge- 
sammtwirkung der magnetischen Theile des Erdkörpers sei; später 
(arL 36) fragt Gauss, welche Erscheinungen sich zeigen würden, 
wenn der Sitz der magnetischen Kräfte ausserhalb der Erde, jen- 
seits einer die Erde umgebenden ihr concentrischen Kugelfläche 
wftre, (eine Annahme die unstatthaft ist art 39) und drittens, wenn 
ihr Sitz sowohl im Innern der Erde, als auch theilweise sich jen- 
seits einer die Erde umgebenden concentrischen Kugelfläche (art. 40) 
befände. 

llan nimmt an, dass magnetische Massen nach dem Newton'- 
schen Gesetze wirken, gleichartige einander abstossend, ungleich- 
artige anziehend. 

Man denkt sich, dass in jedem messbaren Theile sich positive 
and negative Masse zugleich befinden (art. 35), und zwar bestimmen 
uns die Versuche, jedem messbaren Körper gleiche Theile von 
beiden d. i. die magnetische Masse Null zuzuschreiben, eine An- 
nahme, deren Zulässigkeit, für die Erde wenigstens, die Theorie des 
Erdmagnetismus, wenn erst eine grössere Anzahl von Beobachtungen 
vorhanden ist, bestätigen oder widerlegen wird. Diese beiden An- 
nahmen, welche sich von den am Anfang des §22 für die elek- 
trischen Zustände aufgestellten wesentlich unterscheiden, geben 
der mathematischen Theorie des Magnetismus einen anderen Cha- 
rakter als der Elektrostatik, obgleich beide Theorien Erscheinungen 
behandeln, welche unter der Herrschaft des Newton'schen Gesetzes 
stehen. 

Das Potential der magnetischen Massen ist streng genommen nicht ein Integral 
wie (1) sondern eine Summe von Gliedern, wie auf S. 34, die aber in sehr 



*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins i. J. 1838, 
Leipsig 1839 8. 1—57 (Werke V, 119—193). M. vergl. auch, als Hülfsmittel zum 
Stndiiim der Theorie von Gauss, die Karten und vorzugsweise die Erklärung der 
Karten nnd Zahlentafeln im Atlas des Erdmagnetismus von Gauss und Weber. 
1840 bei Weidmann. 
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grosser Anzahl auftreten, und in zwei verschiedene Gruppen zerfallen, deren 
eine nur positive die andere nur negative, jede einzelne durch unendlich 
kleine Stufen wachsende Glieder enthalt. Die Erscheinungen weisen darauf 
hin, dass jede Summe für sich über alle Grenzen wächst, und erst die alge- 
braische Summe, d. i. die arithmetische Differenz der zwei Summen, endlich 
bleibt. Sie lässt sich daher nicht als Körperpotential darstellen, und gestattet 
deshalb nicht eine direkte Verwendung der Resultate des § 21. Es wird sich 
aber zeigen, dass sie sich in die Summe eines Körper- und eines FlSchenintQgrales 
umsetzen lässt, weshalb die Masse wie eine Flächenbelegung allein in den leeren 
Raum wirkt und die Verwendung der Ausdrücke des § 23 angezeigt ist. 

Um für die Kräftefunction einen Ausdruck der endliche Glieder enthält, 
ein Integral, zu erhalten, fasst man die magnetische Wirkung je zweier unendlich 
nahen entgegengesetzten Theilchen (Pole) zusammen, die zu dem messbaren 
Elemente gehören, welches um je einen Punkt [a, b, c] liegt. Sind die Goordi- 
naten des positiven und des negativen Poles im Elemente a;jrh, b+l, cHhfiy 
und ist die Dichtigkeit der magnetischen Massen k und — k (s. d. Bezeichnung 
auf S. 44), so wird die magnetische Kräftefunction je eines von ihnen, in der 
von Gauss gewählten Einheit*), 

-k[T±h^±l§±n^]8a6bBc, 

also beider Pole gemeinsam 

-(2hk^ + 2lk^+2nk§)8aabdc. 

Man denkt sidi die Produkte 2A&, 2/ft, 2nk endlich, und bezeichne sie mit a, ß, y* 
Dann ist die Kräftefunction, d. i. eine Function, die nach den Goordinaten x, y, « 
differentiirt, die Anziehung auf eine positive Masse 1, die sich in bandet» giebt 

wo adadbdc, ßdadbdc, ydadbdc die Elementar-Momente in Bezug 

auf die Axen sind und die Integration sich über den ganzen Magnet erstreckt. 

Der Ausdruck W hat nicht die Form eines Potentiales, indem T nicht 

selbst, sondern differentiirt in W auftritt. Man intcgrirt durch Theile und findet 

Der Buchstabe N in dem Flächenintegrale nach do, welches sidi über die Be- 
grenzung des Magnets erstreckt^ bedeutet die Summe der Projectionen von a, ß 
und y auf die nach innen gerichtete Normale. 

Daher ist die Kräftefunction W die Summe des Potentials, welches zu einer 
Körpermasse mit der Dichtigkeit 

,^^ öa ^ dß ^ dy 



da db de 



*) Intensitas vis magneticae etc. No. 1 : ... unitaa quantitatis flnidi borealif 
ea crit, cujus vis repulsiva in aliani iim aequalcm in distantia =- 1 positam aeqai- 
valet vi motrici -- 1, etc. M. vergl. auch Gauss, Allgemeine Theorie des Eid- 
DiAgnetismus No. 3. 
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gehört, uod eines Flächenpotentials mit einer Belegung von der Dichtigkeit iV. 
Wäre die magnetische Masse nicht in jedem endlichen Theile Null, sondern der 
Ueberschuss der positiven über die negative Masse eine positive oder negative 

Grosse fi gewesen, so würde noch ein Körperpotential — tfiTdadbdc hinzu- 

kommeD. In jedem Falle lässt sich die Wirkung des Magnets in den leeren, 
nicht mit magnetischer Masse angefüllten Raum durch eine ideale Vertheilung 
der ganzen Masse auf die Oberfläche ersetzen. 
Kommen Fälle vor in denen 

öa Ö/9 , dy 

~da "^ db "^ 'de 

Mnll ist, so würde auch die Wirkung in den mit magnetischer Masse ange- 
fällten Raum selbst, zugleich mit der in den leeren Raum, sich durch eine Be- 
legung der Fläche mit Masse von der Dichtigkeit N ersetzen lassen. Nach der 
Theorie von Poisson, die aber zu Bedenken Anlass giebt, würde dies der Fall 
sein wenn der Magnet durch Induction entstanden ist. 

Nach § 23 lässt sich auf den magnetischen Zustand ausserhalb 
des Raumes, in dem die magnetische Masse sich befindet, schliessen, 
wenn man auf der Begrenzung das Potential kennt, welches die auf 
derselben vertheilte magnetische Masse (ideale Vertheilung, nach 
Gauss) hervorbringt. Unsere Beobachtungen auf der Erdoberfläche 
geben aber nicht direkt das Potential daselbst, sondern zunächst 
die Declination, Inclination und horizontale Intensität, aus denen 
wir vorerst die Eräftefunction ^) auf der Erdoberfläche ermitteln 
werden. 

Die Erde betrachten wir als Kugel, ihr Radius sei r. Die 
Kräftefunction, deren Differentialquotienten nach den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z die Componenten der Kraft in Punkten des 
ftasseren Raumes sind, möge mit V bezeichnet werden, wo 



J R 



ist Drei rechtwinklige Componenten, die ersten beiden horizontal 
gerichtet, die erste nach den abnehmenden 0, die zweite nach 

• rd/A 

*) In der Allgemeinen Theorie des Erdmagnetismus führt Gauss V:=^ — / — 

ein. In den Allgemeinen Lehrsätzen setzt er im art. 2. Fcs2r-— , und die Compo- 

r 

nenten gleich den DifTerentialquotienten von eV^ wo f =^ -|-1 oder — 1 sein soll, je 
nachdem die Kraft anziehend oder abstossend wirkt. Im Artikel 3 bezeichnet er mit 
V „das Aggregat aUer wirkenden Massentheilchen", jedes mit seiner Entfernung 
dWidirt, wobei „nach den jedesmaligen Bedingungen der Untersuchung negative 
Massentbeilchen entweder ausgeschlossen oder als zulässig betrachtet werden'*. 
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abnehmenden fp, die dritte nach innen, nach dem Mittelpunkte der 
Erde gerichtet heissen ^, rj^ ^. Diese drei Componenten kennt man 
auf der Oberfläche der Erde (r = r) an jedem Punkte, da man i 
und 1] aus der beobachteten Declination und horizontalen Intensit&t 
leicht berechnen kann, und ^ wenn noch ausserdem die Inclination 
gegeben ist Nach unserer Bezeichnung I. 302, § 71 ist in jedem 
Punkte (r, 0, tp) 

.__ J^öF _ 1 dV v___dF 

^ ■" r de • "^ " rsinÖ d^p' ^ " ~dr ' 

Setzt man r = r, so erhält man schon allein aus der nördlichen 
Intensität $ die Kräftefunction V auf der Oberfläche bis auf einen 
Constanten Werth, nämlich 



wenn F* den Werth dieser Function im Nordpol bezeichnet, also 
eine (ausser von d auch) von t^ unabhängige Grosse, da der Nordpol 
jedem Meridian angehört. Setzt man diesen Ausdruck des Potentials 
durch die nördliche Componente $ in die Gleichung f&r ri, so wird 
diese westliche Componente durch $ allein gegeben, indem die Con- 
staute F* bei der Differentiation nach xp fortfällt 

Wir behandeln 

1) Den Fall, dass die magnetische Masse, welche die Sjräfte- 
function F hervorbringt, sich im Innern der Erde befindet. 

An der Oberfläche der Erde denke man sich, ähnlich wie § 21 
und 23, die Function F in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickelt 

(«)... -^ = Y,+ r, + y,+..., (r = r), 

deren Glieder bis auf die Constante Y^ aus der nördlichen Com- 
ponente $ gefunden werden können. Dann wird, nach §23, in 
Punkten (r, 0, xp) das Potential 

F=rl(^Y''V,. 

Durch Differentiation nach r ergiebt sich hieraus die Componente & 
durch Differentiation nach ^ die Componente 37. Macht man noch 
r = r, so findet man auf der Erdoberfläche ausser (a) noch 
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(6)... -8mö., = A(y, + y,+ Y, + ...), 

(c)... £= i;+2r,+3Y,+4y,+.... 

Eüne Vergleichung der aas den Beobachtungen direkt berechneten 
(8. il) Werthe von f] mit denen welche Gauss aus den in (a) auf- 
tretenden Y nach (6) berechnet, zeigt eine hinreichende Ueberein- 
stimmang. Y^ ist der Werth von rF für r = oo, also die vertheilte 
Hasse, muss daher gleich Null gesetzt werden, wenn in jedem Körper 
die magnetische Masse Null ist Darüber, ob dies wirklich der Fall 
sei, wird also einst, wenn eine hinreichende Anzahl von Beobach- 
tangen vorliegt, $ entscheiden können (s. S. 75). Man bemerke 
femer, in Bezug auf das Aufsuchen von ij durch (fr), dass F« die 
Form hat (I. 323) 

Yn = ic,ci-^(ö, tff)+Ks^:\d, V), 

dass der Differentialquotient dieser Kugelfunction nach fp also 
gleich ist 

iv[ft,c<*^(ö, fp)-c,s^:Xe, V)]. 

Aus den vorliegenden Beobachtungen lassen sich die Glieder Y 
nur in einer beschränkten Anzahl angeben. Gauss bedient sich 
bei seinen Berechnungen (art. 22 u. f.) der vier Glieder Y,, F,, F„ Y^, 
welche der Reihe nach 3, 5, 7, 9, zusammen 24 Constante k und c 
enthalten. 

2) Befindet sich der Sitz des Magnetismus ausserhalb der Erde, 
so wird das Potential im Innern nach § 23 



V = X2(^)\, 



wenn die F dieselbe Bedeutung wie unter 1) haben. Man findet 
hieraus ftlr die Componente $ auf der Erde 

~§ = 1.F. + 2.F,+ 3.F, + ..., 

eine Gleichung, die F^ nicht enthält, also unentschieden lässt, ob 
wirklich die magnetische Masse die Summe Null giebt. 

3) Es sei endlich der Magnetismus sowohl in der Erde als 
aaeh in dem Baume jenseits einer der Erde concentrischen, grösseren 
Kugelfläche vertheilt. Die Kräftefunction des ersten Theils sei wie 
oben V, die des zweiten Theils von magnetischen Massen sei Sß. Man 
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entwickele den Werth von 93 an der Erdoberfläche nach Kugel- 
fanctionen ^ und setze 

Y = D«+S. + 2),+-, (r = r), 

80 wird die gesammte Kräftefuuction in einem Punkte r, 0, tfß des 
leeren Raumes, der zwischen den concentrischeu Kugeln liegt, 

Die Beobachtung giebt uns daher sowohl die ganze Kräftefunetion 
an der Erdoberfläche bis auf eine Gonstante, also 

n—l 

als auch die Componente C daselbst, mithin 

y,+(2r,-2),)+(3y-2S,)-t 

Da hier Reihen von Kugelfunctionen vorliegen, so kennt man auch 
die einzelnen Glieder. Sind a und 6 gegebene Grössen, so hat 
man also 

n = 6., 

2Y,- 2), =6., y. + 2). =a„ 

4r,-32),=6„ F.-f-D.=--a„ 
etc. etc. 

Hieraus folgt 

^0 = Kl 

7y, = 3a, + ft„ 2), = a,-y„ 
etc. etc. 

so dass auch hier alle Stücke bis auf eine Gonstante 9^ bekannt^^ 
sind, und sich einst wird entscheiden lassen, in wie weit die magne — 
tischen Einwirkungen äusseren und inneren Kräften zuzuschreiben- 
sind, und ob sich im Innern der Erde eben so viel positiver wie? 
negativer Magnetismus befinde, ob also Y^ Null sei. 

§ 26. Die Aufgabe 2' im § 23 lösen wir noch durch eine zweite 
Methode (s. d. Schluss des § 22): Wir integriren ganz direkt die 
partielle Differentialgleichung //v = 0, indem wir unter den mög- 
lichen Lösungen diejenigen ausscheiden, welche den Nebenbedin- 
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gangen der Endlichkeit und Stetigkeit nicht genügen. Unter den 
übrig bleibenden Formen wählen wir den Ausdruck, welcher sich 
an den gegebenen Kugelflächen in gegebene Functionen verwandelt. 
Es ist dies die Methode durch welche die Potentialaufgabe oder 
die entsprechende Aufgabe der Wärmetheorie zuerst gelöst wurde; 
sie ist besonders hervorzuheben als heuristische Methode, insofern 
sie auch auf die Lösung der Aufgaben führte, welche sich auf El- 
lipsoide statt auf Kugeln beziehen, und sich z. B. auch bei Kegel- 
flftchen (m. vergl. d. 5. Kapitel) anwenden lässt Dagegen stösst 
man auf Schwierigkeiten, wenn es auf völlige Strenge gleich bei 
der Ableitung ankommt, indem bei dieser Methode die Existenz 
eines Integrales, welches allen Forderungen genügt, vorausgesetzt 
wird. Es muss daher als Ergänzung der Nachweis hinzukommen, 

dasB die gefundenen Ausdrücke allen Bedingungen genügen. 

Wir gehen zur Integration der Differentialgleichung Jv = 

aber. Diese lässt sich nach I. 303 in die Form 

- / ^ rö^v) _^ 1 ö / . . öv \ , 1 d\ ^ 

(a)... — ä;x-+3i^öäö-(,«nö-^;+^^ 

bringen, und soll so integrirt werden, dass v sich für r = r in eine 
S^egebene Function ((0, \p) verwandelt. 

Man entwickele die Function v in eine Reihe, die nach Kugel- 
frinctionen in Bezug auf und xp fortschreitet Diese Reihe sei 

v = Z(o) + Z(i) + Z(2) + etc.-, 

setzt man diesen Werth in (a) ein, und beachtet, dass Z(*> der 
Oleichung der ii**° Kugelfunction I. 309 

1 e 



(«^^^l^)+^0 + ''(^' + l)^ = ^ 



sinö dO V dßy ' sin^^ö dtp' 
Senflgt, so findet man 

Eine Kugelfunction Z von 6 und tp nach r, einer Constanten in 
Bezug auf diese Veränderlichen, differentiirt bleibt offenbar eine 
Kugelfunction; daher ist der Ausdruck unter dem 2 selbst' eine 
Kugelfunction, muss also, wenn die ganze Summe Null werden soll, 
fbr sich Null sein. Z^*) genügt der dadurch entstehenden Differential- 
gleichung 

Hvint, Aaweadaiigen dtr Kogelfonekioiien. 9. Aufl. 6 
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nar und immer wenn es die Form hat 

(b) ... Z(") = r'«X(«) + r— -»3E("), 

wo die Eugelfunctionen X and X nur und t/ß enthalten. Dies 
lehrt die I. 322 unter (6) angegebene Form fbr die Function Z, 
nämlich 

i c^cirXe, rp) + K sf:\e] vi), 

welche der Differentialgleichung nach r genügt, sobald jedes c und 
k ihr genügt. Soll nun 

1) Allein auf der einen Eugelfläche r = r das Potential einen 
vorgeschriebenen Werth f(ö, xfi) annehmen, wo f eine einwerthige 
continuirliche Function des Orts ist, so entwickele man diese Function 
nach Kugelfunction, indem man, wie auf S. 55, setzt 

f(ö, v/) = yw+y(04 rw+etc. 

Für r = r muss daher ZW in F(«) übergehen. Da femer Z überall, 
daher auch für r = einen endlichen Werth haben soll, so muss 
man f&r r<r in (b) X Null setzen. Endlich soll, so lange 
r < r, nicht nur jedes Z sondern auch sein Differentialquotient 

nach r 

nr— 1 X<«)- (it + l)r-*r23E(-) 

eontinuirlich sein; daher muss X von r = bis r = r auch Null 
bleiben, und man findet aus (6) 

rX(»)=y<«), I(->=0; wenn r<r. 

Da aber Z fbr r = oo nicht unendlich werden darf, so findet man 

r-*-»I(") = rw, X<") = 0; wenn r > r. 
Durch Einsetzen dieser Werthe in Z und dann in v erhält man 
endlich Gleichungen wie im § 21, hy h\ c, d, nämlich das Resultat: 
Die Function v, welche der Gleichung ^/v = sowie den Bedin- 
gungen der Continuität und Endlichkeit genügt, und sich für r = r 
™ f(ß>VÖ verwandelt, ist 

OD / r \* 
V = 2[ — j l» wenn r < r, 

,«-»-1 

FW wenn r>r, 

wo. nach I. 328, f gesetzt wird 



= -s(^)' 
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Sommirt nian die yorstehenden Reihen, bo erhält man schliess- 
lich, je nachdem r^r 

2) Soll ferner v an zwei concentrischen Kugelflächen, 
für r = r^ und r = r,, sich in gegebene Functionen /ö(ö, v') und 
fi(^> V^) verwandeln, so sind drei Räume zu unterscheiden, in denen 
Y verschiedene Formen annimmt. In dem einen, wo r>ro, wird 
? wie in 1) durch (c) dargestellt; da wo r < tj durch dieselbe Form, 
wenn man nur r und f resp. durch r„ und /"^ oder durch r, und f, 
ersetzt. Endlich da wo r, < r < r^ muss man X und J in (6) 
solche Werthe ertheilen, welche denselben Gleichungen wie im § 21 
unter 3) genügen, und findet daher denselben Ausdruck wie dort 
unter (d) für F«. Die in demselben explicite vorkommenden Y und 
S) können wir, wie dort, entfernen und durch die erzeugenden Func- 
tionen /o und /j ersetzen. 

Die Dichtigkeit der Masse, x resp. x^ und x, , mit der man im 
1. Fall die Fläche, im 2.- Falle die Flächen zu belegen hat um v 
zum Flächenpotential zu machen, ist im § 23 unter d) resp. 6) an- 
gegeben, die erstere durch die Formel 

§ 27. Die fftr v gefundene Formel bedarf noch einer Verifi- 
kation (vergl. § 23). Hat man sie nach der ersten Methode abge- 
leitet, so genügt es, den Beweis nachzutragen, dass v bis in die 
Begrenzung continuirlich bleibt , und zwar nicht nur beim Ueber- 
gange durch Punkte, welche auf demselben Radius liegen, sondern 
auch in jeder Richtung. Für die Formel (c) gelingt der Nachweis, 
wenigstens wenn f eine stetige Function des Ortes auf der Kugel 
ist, durch die Grenzuntersuchung, welche Poisson*) anstellt, die 
man freilich durch ein Verfahren vervollständigen muss, wie das, 
welches Herr Schwarz bei einer ähnlichen Aufgabe **) angewandt 
hat; wie dort, ist auch hier die zu untersuchende Function durch 



^ Th^rie math^matiqtie de la chalenr n. 106 — 107. 
**) Borchardt, J. f. M. Bd. 74: Zur Integration der partiellen DifTerential- 

gleichung "^^ + ^ = ^y S. 218— 253. 
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ein Integral von einfacher Gestalt aasgedrttckt. Den Nachweis f&r 
die Aufgabe des § 26 unter 2), bei der die Lösung eine Function 
höherer Gattung und eine dreifache Integration enthält, wenn man 
die ursprünglich gefundene Reihe durch die in § 21 angegebenen 
Mittel summirt, habe ich noch nicht durchgeführt. 

Der Kürze wegen behandeln wir von den beiden Fällen des 
Ueberganges von einem Punkte p = (r, ö, tp) zu einem Punkte 
p^ = (r, ö^, ipo)^ nur den einen, wo r < t und setzen ausserdem t = 1. 
Um die Gontinuität von 

1— r' /•'• . ^ r^^ f(7j, a})da} 



V = 



4n 



*{ ' Y (l-2rcosy + r»)< 



wo, wie oben, cosy gleich eosöeos>/ + sinösinJ70os(v— o>) ist, bis 
in die Fläche r = 1 zu beweisen, und zugleich nachzuweisen, dass 
sich V dort im Punkte p^ = (^o» V'o) ^^ f(Poi V'o) verwandelt, be- 
schreibe man um p^ mit einem (kleinen) sphärischen Radius e, und 
auch mit 2e, je einen Kreis auf der Kugelfläche r = 1, ziehe vom 
Mittelpunkt der Kugel Radien nach der Peripherie des ersten 
Kreises, die von einer der gegebenen ooncentrischen Kugelfläche 
mit einem kleineren Radius q, wo q eine später zu bestimmende 
Grösse bezeichnet, gleichfalls einen Kreis ausschneiden. Durch die 
zwei Kugelflächen und die Geraden (die Kugelradien) wird ein 
Raum begrenzt. Ich werde zeigen, und dies ist ausreichend zur 
Gontinuität, dass das Integral y, wenn man 1—^ und < hinlänglich 
klein nimmt, f&r die Goordinaten r, 0, tp aller Punkte p in diesem 
Räume beliebig nahe /"(ö^, %) wird, oder vielmehr, was auf das 
Gleiche hinauskommt, dass in demselben Räume 

•^ *5 (1— 2roosy-f O^ 

beliebig klein wird. Es ist nämlich, nach I. 310, (c) der Factor von 

fC^oi V'o) gleich An. 

Man zerlege dies Integral nach rj und w in eines über den 
kleinen Theil der Kugelfläche (für r = 1), welcher durch den Kreis 
mit dem Radius 2e begrenzt wird und eines über den übrigen Theil 
der Kugelfläche. 

Das erste ist kleiner als das Produkt des grössten Unter- 
schiedes, welchen zwei Werthe von f(i], ai) in diesem kleinen 
Flächentheile haben können und des Integrales 
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dw 



(a) ... (1 - r-)/sin i? Bij f- ^ — ' 



(1 — 2rco8y + r*0^ 

Ober den Flächentheil. Der erste Factor wird mit € beliebig klein, 
der zweite bleibt endlich, ist nämlich kleiner als dasselbe Integral 
über die ganze Kugel genommen, d. i. < 4rr. Das ganze Produkt 
wird also mit e zugleich unendlich klein. 

Das zweite ist kleiner als das Produkt des grössten Unter- 
schiedes zwischen zwei Werthen von /"(ij, cu) auf der ganzen Kugel, 
d. i. einer endlichen Grösse, mal dem Integrale (a) über den ausser- 
halb des Kreises mit dem Kadius 2e liegenden Theil der Fläche. 
Nach unseren Festsetzungen über die Lage der Punkte p trifft ein 
vom Mittelpunkt der Kugel nach p gezogener Strahl die Kugelfläche 
r = 1 in einem Punkte p^, der offenbar innerhalb des kleinen Flächen- 
theils fällt, welcher durch den kleinen Kreis mit dem sphärischen 
Radius £ um p^ begrenzt wird. Ein Kreis um p, mit demselben 
Radius schneidet daher ein Stück der Kugelfläche r = 1 heraus, 
welches ganz in dem kleinen Stücke liegt, das durch den Kreis um 
Po mit dem Radius 2e begrenzt wird. Der zu untersuchende Werth 
fies zweiten Factors, des Integrales, ist daher kleiner als (a) ge- 
nommen über den Theil der Kugelfläche r = 1, welcher ausserhalb 
des Kreises um Pj mit dem sphärischen Radius e liegt, also 

ox^ jx r^ sin yc/y 

<2(1 — rO/i/ -^ 1- 

^ ^ •; (l-2rcosy-fr')^ ^ 

Dieser Ausdruck ist gleich 

r V ^"^ i-2rcos6 + r'~>'' 

Setzt man die Grösse ^, bis zu welcher r, von r = 1 an, herab- 
sinken kann, gleich cosfi"> wo a eine positive Zahl bezeichnet, die 
grösser als 1 ist, so sinkt der vorstehende Ausdruck, wenn € klein 
genug genommen wird, unter jeden Grad der Kleinheit hinab. In 
der That findet man fttr r = cose' und für unendlich kleine e 

1— 2rcos€ + r''' cos««. 

§ 28. Als Ausdruck für die Dichtigkeit der Masse, mit der 
man (1. Fall des § 26) die Kugelfläche r = Tq zu belegen hat, damit 
das Potential v auf ihr gleich /"(ö, ^i) sei, wurde 
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^ 2w 4- 1 

gefunden, wenn diese Reihe convergirt. Dirichlet untersucht die 
Convergenz dieser Reihe nach der Methode*), deren er sich bei 
den Untersuchungen über die Entwickelung von Functionen nach 
Kugelfunctionen (I. 433) bediente. Er findet dabei das Resultat, 
dass, obwohl die Reihe im allgemeinen convergirt, die Convergenz - 
an einigen Stellen aufhören kann, auch an solchen, an denen 
die Dichtigkeit x endlich bleibt; dort wird also die (endliche) 
Dichtigkeit nicht durch die Reihe dargestellt M. vergl. S. 71, 
unter a. 

Eine unendliche Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
ist übrigens sehr wohl verträglich mit einer völlig bestimmten 
Massenvertheilung. Setzt man z. B. f(d, tfj) gleich einer positiven 
Potenz von cos^^ gleich cos*' d> so lange zwischen und ^n liegt, 
aber gleich wenn zwischen in und n, so divergirt die Reihe 
für ö = und = 7t »o lange y^i ist, während doch die Dichtig- 
keit X an diesen Stellen endlich bleibt. Femer divergirt noch ausser- 
dem die Reihe, so lange i^i^l genommen wird, für = ^nr. Aber 
an dieser Stelle ist die Dichtigkeit wirklich unendlich. In Bezug 
auf die Durchführung dieser Untersuchung verweise ich auf Di- - 
richlet's Abhandlung mit dem Bemerken, dass der dort im Art 4 J 
und 5 vorkommende Ausdruck 

An=^ f ''p(»)(co8Ö)co8»'Ö8inödö 



schon I. 73 durch sehr einfache Hülfsmittel in die erforderliche ForuL^: 
gebracht ist. 

Statt durch die Reihe (a) kann man die Dichtigkeit x aucl 
durch ein Doppelintegral ausdrücken, welches sich auf folgende 
herleiten lässt: Man macht wie I. 434 



^/"Vcö, V')5V = ^(ö); 



betrachtet man jedesmal den Punkt (ßy tp) der Kugelflächen, fbr 

*) Abhandl. d. Akad. d. Wissensch. in Berlin, gel. 28. Nov. 1850: Ueber 
einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich dünnen Kugel- 
schale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem Funkte ihrer Oberfläche 
gegeben ist. 
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welchen man die Dichtigkeit aufsucht, als Nordpol (I. 302), so wird 
nach § 26, c das Potential in ihm, wenn r ^ r ist, 

v = ±ir(r'-r)r- ^Wsiny^ . 

•,, (r*— 2rrco8y + r'> 

Unter der Voraussetzung, dass F differentiirt werden kann, erhält 
man nach einer Integration durch Theile bei Fortlassung der Grenzen 

2r L |V-— 2rrcosy + r* *^ J^r*— 2rrco8y + r''* J' 
also in den Grenzen 

- 2r L r+r - r-ry }/r*^-2rrco8y + r^ J 

Um die Dichtigkeit x zu finden hat man den Ausdruck mit dem 
obem Zeichen nach der äussern Normalen n^ d. i. nach r^ den mit 
dem untern nach «,, d. i. nach — r zu differentiiren, (§ 22, S. 64) 
r gleich r zu setzen, und die Summe durch — 47r zu dividiren. Da- 
durch entsteht üttr die gesuchte Dichtigkeit die Gleichung 

J sm^y 

Das Element des Integrals bleibt nicht etwa, wie es den Anschein 
hat, für = nur ausnahmsweise endlich*, man darf nicht über- 
sehen, dass f{Oy tp) eine Function des Ortes auf der Kugel, daher 
für = von xp unabhängig ist. Entwickelt man sie nach Kugel- 
functionen, so hat man 

f(ö, V) = '« + sin 0(i,eoB\fß + 1, sinxp) + Bm''d(t^G0»2\fß + t,sin2i/;) + • • • , 

w^ 'o? 'n t,, etc. Functionen von cosö sind. Es wird also F(d) = /^ 
für ö = 0, und F(d) das Produkt von sinö und einer Function 
von cosd^ kann also sehr wohl, durch sin^d getheilt, für = 
endlich bleiben. 

Als Beispiel behandelt Diric hl et den Fall, dass f(d,xfi) gleich 
cos ist wenn < in, aber Null wenn > ^n. In diesem Falle 
lässt sich X durch ein elliptisches Integral der beiden ersten Gat- 
tungen darstellen; man findet 

x= 7 / ^ ., . .7-^ cos'ö — gsmg ' , ,.^ 

n'2t2^__^ Ll-s'sm^ö J j/l-Ä^l-asin^ö 
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§ 29. Einem speciellen Falle der Aufgabe des § 22 kommt 
eine hervorragende Bedeutung zu, dem nämlich in welchem das 
Potential eines einzelnen Massenpunktes, wie man sich auszudrücken 
pflegt, der sich im Innern oder Aeussern eines begrenzten Raumes 
befindet, in dem äusseren (a) oder resp. inneren Räume (i) durch das 
Potential einer Belegung der die beiden Räume a und i scheiden- 
den Fläche ersetzt werden soll. Indem wir es vermieden (§ 17, S. 32) 
von der Anziehung der Punkte zu reden, die ein Potential geben 
würden, welches der Natur eines Potentials entgegen unendlich 
werden kann (S. 42, 2)), ersetzen wir, beim Aufstellen der physi- 
kalischen Aufgabe, wie früher, den Massenpunkt durch den Mittel- 
punkt einer homogenen mit der Masse 1 erfüllten Kugel. Diesen 
Punkt nennen wir den Pol, vollständiger den Pol der Green'- 
Hchen Function, um ihn unter den vielen verschiedenen Punkten, 
die in diesem Bande nebeneinander auftreten, kurz bezeichnen zu 
können. 

Wir bezeichnen hier einen Punkt mit den rechtwinkligen Goordi- 
naten a, b, c oder x, y, s abgekürzt als Punkt a oder x; die reci- 
proke Entfernung der Punkte a und x heisst T oder T(a, x). Dem 
Buchstaben x und allen von ihm abhängenden Functionen wird der 
Index angehängt, wenn derselbe auf die Grenzfläche rückt. 

Um die Dichtigkeit x der gesuchten Massenvertheilung auf der 
Grenzfläche zu finden muss man zunächst, wenn a der Pol ist, das 
Potential der Eugelmasse 1 in Punkten x^, die auf der Fläche 
liegen, aufsuchen. Dies, als Potential der Kugelmasse 1 in einem 
äussern Punkte wird aber T(a^ Xo). Liegt der Pol a im Innern 
oder Aeussern der durch die Begrenzung geschiedenen Räume, so 
wird die Fortsetzung des Potentials, wenn der Punkt x von Xq in 
den äusseren oder inneren Raum rückt, V = T(a, x) sein, da 
JT(a, x) = 0, und T in dem betreffenden Räume den Bedingungen 
der Endlichkeit und Stetigkeit genügt. Nicht so einfach gestaltet 
sich das Aufsuchen einer Fortsetzung von T{ay Xc) in den inneren 
resp. äusseren Raum mit den Forderungen 2) des § 22; man hat 
dazu im allgemeinen nach einer der beiden Methoden die allgemeine 
Aufgabe des § 22 zu lösen, mit dem Unterschiede, dass man die 
auf der Begrenzung gegebene Function, im § 23 die Function f(0, tp) 
mit der besonderen T(a,x^) vertauscht, wodurch das Resultat oft 
eine sehr einfache Gestalt annimmt. Diese aufzusuchende Fort- 
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Setzung nennt Herr Carl Neumann*) die Green'sche Function; 
wir bezeichnen sie, wesentlich nach ihm, durch G(a,x). 

Um bei den folgenden allgemeinen Untersuchungen nicht unter- 
scheiden zu müssen, ob der Punkt a (der Pol) im inneren oder 
äusseren Räume liegt, nennen wir in diesem Paragraphen den zu- 
sammenhängenden Raum, welchem der Pol a angehört, den inneren, 
indem wir ihn als begrenzt durch gegebene Flächen ansehen, diese 
mögen sämmtlich endlich oder auch unendlich sein. So ist z. B. 
der Raum ausserhalb einer Kugel als der begrenzte Raum zu be- 
trachten, der zwischen der Begrenzung der Kugel und einer con- 
centrischen unendlichen Kugel liegt. 

Die Green'sche Function G(a, x) ist also diejenige Function, 

^reiche fbr alle Punkte mit den Goordinaten Xy y, z, die demselben 

zusammenhängenden Räume angehören, in welchem sich der Pol a 

befindet, den Bedingungen ä) und 6) des § 22, S. 65 genügt (d. i. der 

flndlichkeit, der Stetigkeit, JG = 0), und die sich, wenn = [x, y, ä] 

uf die Begrenzungen nach Oo = [xo^ yo, ^o] rückt, in 

T(a, xo) = - 7- -= ^L= _- 

yC^„~a)HCyo-6)'+(»o-c)' 

erwandelt, wo der Pol {a, b, c) ein Punkt im Innern des begrenzten 
^Raumes ist 

Die Dichtigkeit der Masse, mit der man die Begrenzung zu 
l)elegen hat um die Wirkung des Poles a (der kugelförmigen, im 
Tnnem liegenden Kugel mit der Masse 1 und dem Mittelpunkt 
[a^ b, c]) in den äusseren Raum zu ersetzen, ist 

1 f dG(a,Xo) dT(a,x,)\_ 1 d 



*) Allgemeine Lorang des Problems über den stationären Temperaturztutand 
eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nicht concentrischen Kugelflächen 
begrenzt wird. Halle, 1862, S. 82. Die Function U, welche Green im 44. Bd. des 
Cr eile 'sehen Journals S. 366 einführt, ist G(a,x)—T(ajx\ verwandelt sich also an 
der Begrenzung in Null, und bleibt im Innern nicht endlich sondern wird im Punkte 
xasa unendlich. In Kiemann's Schwere, Elektricität und Magnetismus herausg. 
von Hattendorff, Hannover, 1876, § 23 wird der Function ü der von Herrn Neu- 
mann für G eingeführte Name gegeben. Man betrachtet häufig G als den elektri- 
schen Zustand, welchen der Pol auf der geschlossenen Grenzfläche erregt, wenn er 
ausserhalb des umschlossenen Raumes liegt und mit elektrischer Masse 1 geladen ist, 
die Fläche aber mit der Erde in leitende Verbindung gesetzt wird. Dies ist aber 
nicht genau und nur an einzelnen Stellen als Annäherung anzusehen. M vergl. § 71. 



90 Potential. § 29, 6. 

WO wiederholend bemerkt wird, dass tl^ die RichtuDg der Normalen 
im Punkte [xoy yo, ^c] in den umgrenzten inneren Raum ist, welcher 
den Pol [a,b,c] enthält 

Nach den Sätzen von Green s. u. findet man aus x, dieser 
Function von a, b, c und Xc^ yo, «o ganz allgemein das Potential v 
in dem Punkte [a, b, c] des inneren Raumes, wenn es in den be- 
grenzenden Flächen nicht mehr die besondere Function r(a, Xc) 
sondern eine beliebig gegebene Function Vo der Goordinaten x^, y^, Sc 
der Flächen ist, und dies ist die grosse Bedeutung der Green'- 
schen Function. Man erhält nämlich (s. S. 93) 



(6) . . . V = / AeVorfo, 



d. i. den gesuchten Werth von v im Pole, wenn Xp die oben ge- 
fundene Dichtigkeit im Flächenelemente do, und Vp die gegebene 
Function ebendaselbst bezeichnet, die Integration endlich sich auf 
alle Punkte Xo der Begrenzung bezieht. 

Wir stellen die Resultate zusammen: Um die Aufgabe 2' 
des § 22 zu lösen, d. i. das Potential v in jedem gegebenen Punkte 
[a, b, c] im ganzen Räume zu finden , wenn es in allen Punkten 
[j^e, tfcj Sc] der Begrenzung eines zusammenhängenden endlichen oder 
unendlichen Raumes gegeben ist, nämlich auf einer etwa im Un- 
endlichen liegenden Begrenzung gleich Null, auf dem im Endlichen 
liegenden Theile aber (im allgemeinen) beliebig gegeben — diese 
gegebene Function sei Vc im Flächenelemente do — suche man 
erstens die Green'sche Function G(a,x) fbr den Pol a in dem 
inneren Räume, d. h. in demjenigen von den beiden Räumen, 
welche durch die gegebene Fläche geschieden werden, der zugleich 
den Pol enthält; bilde zweitens 

1 S 

drittens bilde man 



v = //xcVfC/o, 



wo Vc nur von den Coonlinaten Xp, jfr, s« des Punktes, der dem 
Flächenelement do angehört, abhängt, x von diesen und den Goordi- 
naten a^ h, c des Poles. Dann ist v das gesuchte Potential im Pole. 
Um endlich die Dichtigkeit derjenigen Flächenbelegung, welche 
dies Potential eneugen würde, in einem beliebig gegebenen Punkte 
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der Fläche zu ermitteln, sucht man v für die beiden Räume auf, 
welche die Fläche scheidet, lässt den Pol in beiden in den ge~ 
gebenen Punkt rücken , di£ferentiirt jedes der beiden v, die v und 
Y, heissen mögen, nach der inneren Normalen n resp. n^, und findet 
schliesslich die Dichtigkeit der Belegung gleich 

An ^"dn ■*" "an, / 

Es ist somit nicht mehr erforderlich, um fQr eine Begrenzung 
die Aufgabe 2' zu lösen, dieselbe fttr jeden willkürlich auf der Be- 
grenzung vorgeschriebenen Werth Vo von v selbständig zu behan- 
deln , sondern nur für den einen bestimmten Werth Vo = T(a, Xo). 

Die wirkliche Auflösung der speciellen Aufgabe, die Green' - 
sehe Function zu finden, ist im allgemeinen, zumal man dieselbe 
fOr jede Lage des Poles kennen muss, nicht wesentlich leichter 
als die der allgemeinen, v aus dem Werthe an der Obei-fläche Vc 
zu ermitteln. Letztere verlangt nur die Zusammenstellung eines 
etwas grösseren Apparates, nämlich die Hinzuziehung der continuir- 
liehen Function Vo des Ortes, welche mit der Green'schen Function 
durch eine doppelte Integration über die Fläche verbunden wird. 
Aus (6) ist ersichtlich, wie man umgekehrt, wenn v in dem allge- 
meinen Falle bekannt ist, x ermitteln kann. In der That, wenn 
das Potential v, das sich auf der Begrenzung in Vo verwandelt, 
gleichgültig welche continuirliche Function des Orts auch Vo sei, 
sich immer durch einen Ausdruck wie (6), nämlich 



fß 



ilvocto, 

mit gleichbleibendem X darstellen lässt, so muss X gleich x sein. 
Wir werden daher, sobald einmal die allgemeine Aufgabe in 
der vorliegenden Form gelöst ist, - und in solcher wird die 
Lösung bei uns auftreten — , durch Absonderung von Yodo so- 
fort die Function Xo, welche die Dichtigkeit der Belegung 
für die Green'sche Function ist, erhalten. 

Die Green' sehe Function für die Kugel ermitteln wir unten 
(§ 30) durch ein sehr einfaches Verfahren. 

Das Aufsuchen der Green' sehen Function für eine Fläche 
lässt sich übrigens, wie sich sofort durch Anwendung einer Methode 
zeigt, welche man Methode der reciproken Badii Vectores (M. vergl. 
§ 66.) nennt, mit der anderen vertauschen, ein Potential v so zu 
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bestimmen, dass es auf einer, im allgemeinen von der ersten ver- 
schiedenen, Fläche constant bleibt. 

Eine Reihe von Aufgaben aus der Elektrodynamik erfordert 
die Bestimmung einer Function u, welche die Eigenschaften eines 
Potentials besitzt (Endlichkeit, Stetigkeit, Ju = 0), die aber nicht 
selbst, sondern deren Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. Diese Aufgabe wird in ähnlicher Art auf 
eine Fundamentalaufgabe reducirt^), nämlich auf das Aufsuchen 
einer Function F^a, Xe) die im tlbrigen dieselben Eigenschaften wie 
G besitzt, die aber an der Begrenzung nicht der früheren Bedingung 
sondern der Gleichung 

^ _ dr( a, X,) 

genügt. (S. u,) 

Um die Gleich. (6) abzuleiten, bezeichne mau in einem zu- 
sammenhängenden endlichen oder unendlichen Räume zwei endlich 
bleibende Functionen von rechtwinkligen Goördinaten x, y, z durch 
V und F. Vermittelst einer Integration durch Theile beweist man 
die Gleichung 

in der dn^ das Element der nach innen gerichteten Normale in 
einem Punkte der Begrenzung, di das Körperelement des Ranmes 
über den integrirt wird, do das Flächenelement der Begrenzungen, 
vorstellt. Um einen Punkt \a^ b, c] im Innern lege man eine Kugel 
mit einem kleinen Radius a, wodurch ein Theil des Ranmes au»- 
geschieden und die Kugelfläche als neue Begrenzung der früheren 
hinzugeftigt wird. Setzt man dann U = T(a, x), so wird die linke 
Seite von (c), da z/T = 0, 

wenn das Integral nach d<, über den verkleinerten Körperraum, 
nach do über dieselbe Begrenzung wie früher genommen wird, nicht 
mehr gleich 0, sondern gleich dem über die Kugelfläche genom- 



*) Borchardt, J. f. M. Bd. 58: Lipschitz, Beiträge zur Vertheilang der 
statischen und der dynamischen Elektricität in leitenden Körpern 6. 1 — 53. 
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meuen Integral 

I»t 82 der Winkel am Mittelpunkt der Kugel, welcher zu do, ge- 
tert, also do, = a^d2, so wird dies Integral 

und wenn man a unendlich klein nimmt und V(a, b, c) den Werth 
von V im Punkte [a, 6, c] bezeichnet , gleich 4n V(a, b, c). Das 
Integml nach df, erstreckt sich nun, wo a unendlich klein ist, 
Frieder über den ganzen Raum, auf den es sich ursprünglich bezog. 

»Setzt man noch V gleich einer endlichen continuirlichen Function v, 

<li^ der Gleichung Jy = genfigt, so hat man 

ICacht man in (c) wiederum F = v oder U = G(a, Xo\ so wird 

^^«ht man diese Gleichung von der früheren ab, so entsteht 

4y?v(o, 6, c) =JJ^ • "^^CC^^ ^'») "" ^(^' ^o)) *^' 

^. i. die Gleich. (6). 

Man wird die Formel (6) übrigens nicht als mit völliger Strenge 
bewiesen, sondern nur als eine heuristische ansehen können, indem 
manche Punkte in der Ableitung einen genauen Beweis vermissen 
lassen. Es ist z. B. noch nicht bewiesen, dass G sich continuirlich 
ändert, wenn der Pol bis in die Begrenzung fortrückt. 

Hätte man statt der Green'schen Function G die oben er- 
wähnte r aufgesucht, die im Uebrigen dieselben Eigenschaften be- 
sitzt wie G, an der Begrenzung aber giebt 

dr(a , Xq) ^ dT(a, Xc) 
BD würde eine Subtraction von 
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statt von (d) geben 

4frv(o, 6, c) =ff\r{a, x,)- T(a, x,)] -^ da, 

eine Formel, die v in's Innere fortsetzt, wenn diese Fnndtion nicht 
selbst sondern ihr Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. 

§ 30. Wir suchen die Green 'sehe Function fbr die Kugel auf, 
d. i. ftlr den Fall, dass die Begrenzung eine Kugelflftche mit dem 
Radius r ist Um uns der Ausdrucksweise, deren wir uns bei der 
Stellung der Aufgabe (S. 89) bedienten, ganz anzuschliessen, mfiasen 
wir, je nachdem der Pol [o, b, c] sich im Innern der Kugel oder 
ausserhalb befindet, als Begrenzung des zusammenhängenden Raomes 
in dem der Pol liegt das erste Mal die Eugelfläche r, das zweite 
Mal zugleich diese Fläche und eine unendliche Kugel betrachten. 
Der bequemeren Ausdrucksweise wegen spreche ich das Resultat 
zunächst nur im zweiten Falle aus, wenn also [o, h, c] in dem 
Räume liegt, wo r > r ist: 

Der Pol [a, b, c] liege in a; man zieht von a durch den Mittei- 
punkt m der Kugel eine Gerade abcb, welche die Kugel in b und b 

schneidet. Der vierte zu obb harmo- 
nische a zugeordnete Punkt sei c Als- 
dann ist die Green'sche Function in 
Q^ ^p dem Punkte O oder [x, y, %\ 

Beweis. Selbstrerständlich kann 
man sich der allgemeinen Methode des 
§ 26 bedienen; eine geometrische Be- 
trachtung fthrt aber leichter zum Ziel. 

Rfickt in die Kugelfläehe nach O« 
so ist bekanntlich 

cOc : aOc = bc : ba = r — cm : am— r. 

Da femer mc.ma =: r', so ist dasselb^^ 
Verhältniss wie oben 




= (x — '^ ):(am — r) = r: 
^ am >' ^ 



am. 



Hieraus folgt, dass wenn O in Oc föllt, die rechte Seite von ^a) 
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in die Beciproke der Entfernung aOc Übergeht. Denselben Werth 
maas aber G in Oo erhalten. 

Femer bleibt Oa^ wenn in dem Räume ausserhalb der Kugel 
liegt, endlich. 

Schliesslich genügt die rechte Seite von (a), für G gesetzt, der 
Gleich. //C7 = 0, da sie das Produkt einer Gonstanten in Bezug 
auf die Lage von und von der Reciproken der Entfernung 

ist, wo X, y, » die rechtwinkligen Goordinaten von 0, und a^, 6^, c, 
von c sind. 

Wenn der Punkt [a, b, c] im Innern der Kugel, in c liegen 
würde, so wäre die Green 'sehe Function 

(6)... (? = ^-~. 
^ "^ cm Oa 

Um einen bequemen analytischen Ausdruck für die Green'sche 
Function und daraus Xq in (6), d. h. die Dichtigkeit der Belegung, 
welche dem Pol entspricht, zu erhalten, bestimme man durch 
Polarcoordinaten r, d, xp, und den Pol, also im ersten Falle a, im 
zweiten c, durch s^ ij, tp. Es ist also 

Om = r, Oma = y, ma = « resp. mc = s; 

man hat dann im ersten Falle, wenn nämlich s>x ist, 



Oa = }V'-2r«co8y + «', Oc = l/r*-2r — co8y+ X, 

'SS 

und hieraus, nach (a). 



G=' 



yr'-2r^eo»y+--i 



Hiernach wird die in (6) vorkommende Dichtigkeit x, 
1 ö r 1 r 1 



Xo = 



4n dr I j/r*— 2r»co8y+i' « ,/ „ " r* , r* 

f&r r = r, und wenn man zusammenzieht 

^_1 «'- t' 

*" ~ 4rre ' (r'-2r»co8y + »')* ' 

Setzt man diesen Werth in (G) ein und beachtet, dass das 
Flächenelement do gleich r'sin^dddt^ ist, setzt auch, wie früher, 
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den gegebenen Werth von v auf der Oberfläche, dort Vo, gleich 
f(ß> t//), 80 erhält man als Ausdruck des Potentials y im Pole {s^ t], ai) 



= ^y J fißy V^)^c sin de dtp, 



V 

*0 

d. i. den im § 26 gefundenen Ausdruck (c) fär y, wenn man dort 
nur r, 0, tp mit $, ij, w vertauscht. Den zweiten Werth für v, wel- 
cher dem Falle $<.r entspricht, findet man auf ganz ähnliche Art. 

Die Bestimmung der im § 29 erwähnten Function jT gestallet sich so: 
Behandelt man den Fall, den unsere Figur andeutet, so muss r(a, x) als 
Potentialfunction im Räume r >> r» die Form haben 

r(a, x) = J:c„P(«)(cosy)r-*-», 

wo c eine Constante nach r und y bezeichnet. Andererseits giebt T fiir Punkte O, 
die nicht zu entfernt von der Begrenzung oder in derselben liegen (x ^r <Z s) 
die Entwickelung 

T(a, x)= ± -^/»WCcosy). 

DiflTerentiirt man jT und T nach r, macht dann r = t und setzt diese DifTe- 
rentialquotienten einander gleich, so ergiebt sich * 



c« = — 



n r^+* 



n + 1 ^+^ 
und damit 

na, X) = _J^ 1 -^ (!!-)>•) (cos y> 

Diese Reihe lässt sich leicht summiren; wenn man q durch die Gleichung rs^ = r^ 
einfuhrt, findet man 

rr(a,^) = - , ^ -^log g-cosy + yü:2gco ^HV.. 

^ }/l-2^cosy4-^' 2sm»iy 

Setzt man r = rt so erhält man schliesslich 

„, V r , r — «cosy+|/r'— 2r«cosy+«' 

rr(a, a?o) = — , — log ^ ' ^ . ,, ^—^ 

^ '^ /P=2r«cosy + «' 2«sm»iy 

§ 31. Im Art 35 seiner mehrerwähnten *) allgemeinen Lehr- 
sätze etc. behandelt Gauss die Frage, wie die Masse auf einer 
Fläche vertheilt sein müsse, um dort ein vorgeschriebenes Potential 
zu geben, welche im Vorhergehenden (§ 23 u. § 28) fbr eine Kugel 
gelost wurde, fbr eine Fläche, die von einer Eugelfläche sehr wenig 
abweicht, wenn Grössen von höherer Ordnung als die Abweichung 
selbst vernachlässigt werden dürfen. Er bedient sich dazu der Ent^ 



•) Werke, V, 237—240. 
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kelung des Potentials in Reihen, während Dirichlet am Schlass 
ler vorerwähnten Abhandlung*) das Resultat von Gauss etwa 
olgender Art ableitet: 

Die Kugelfläche, von welcher eine andere Fläche wenig ab- 
cht, habe den Radius r, die geradlinige Entfernung der Punkte 
iff) auf der Kugelfläche von einem anderen (d\ t/;') auf derselben, 
icher während des Beweises festgehalten wird, sei q. Man ziehe 
a Mittelpunkte der Kugel nach den Punkten (d, tfi) Gerade, welche 
Fläche in der Entfernung r(l+ya), vom Mittelpunkte aus ge- 
hnet, schneiden, wo y eine kleine Gonstante, 2 eine Function 
i und tp vorstellt, die durch a' bezeichnet wird, wenn 0, tp in 
tff' übergehen. Jeder Schnittpunkt heisst der entsprechende des- 
igen auf der Kugel, der mit ihm auf demselben vom Mittelpunkte 

gezogenen Strahl liegt. Die Entfernung der Punkte, welche 
tp) und (0\tp') entsprechen, sei p. Alsdann ist 

9' = 4r'sinHC*-ö'), 

P' = n(l + Yzy+(l + yzy^2(l+yzXl+Y^')ooB(0^0% 

3, wenn man die Glieder der zweiten und höheren Ordnung nach 
emachlässigt, 

m Element da der Kugelfläche entspreche do auf der gegebenen, 
dass man hat 

do = (l-\-yzyda; 

gesuchte Dichtigkeit der Masse auf dieser Fläche sei x. 

Das Potential im Punkte (r(l+ya'), ö', \p') der gegebenen Fläche 

dieser Belegung ist nach der Erklärung des Potentials 

xdo 

p ' 

mn das Integral über die ganze gegebene Fläche genommen wird, 
tzt man fElr do und p die Stücke da und q ein, so findet man 

d hieraus 



■=// 



'■+*"#"■? -//<^+M~ 



*) Abb. der Akademie v. 1850. 
Tlpine. Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. AuA. 
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DaR Integral auf der Linken der letzten Gleichung unterRch 
sich, wie die vorhergehende zeigt, von v' nur um GröRsen e 
Ordnung, ro dasR man, mit FortlasRung von GroRRen zweiter 
nuns: erhält 

da 



Ci+iyOv'=^Ci+*ys) 



Die Function v' hat auf der gegebenen Fläche einen v 
Rchriebenen Werth. Multiplicirt man diesen mit l+Jys', sc 
man dies Produkt als einen vorgeschriebenen Werth f&r das 
tential unserer Kugel in ihrer Oberfläche anzusehen und die Die 
keit aufzusuchen, welche eine auf der Kugel vertheilte Masse h 
muss um auf der Kugelfläche das erwähnte Potential zu lie 
Diese Dichtigkeit, durch l + |}^s dividirt, ist die gesuchte Die 
keit X f&r die Belegung der gegebenen Fläche mit Masse. 



Zweites Kapitel. 

Das Rotationsellipsoid. Der Kreis. 

§ 32. In diesem Kapitel werden Aufgaben f&r das Rotal 
ellipsoid gelöst, welche den im vorigen Kapitel für die Kuge 
handelten entsprechen. Es ist dazu vortheilhaft , statt der r 
winkligen Coordinaten elliptische einzuführen (I. 350). 

Die rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte seien x, y, & 
Oy b, c. Bedeutet h eine Gonstante, nämlich die Excentricität, 
oder imaginär genommen, eines vorgegebenen Rotationsellipso 
so setzt man in diesem Kapitel 

X = hreoßdf a = hsGOBij, 

y = &yr*— -isinöcosi//, 6 = &}/«*— 1 sin lycoscw, 

z = Ä^r'— Isinösini//, c = &}^— Isimysincw, 
0<ö<7i:, (X'kfKin, < 17 < tt, 0<ctf<2yr, 

und xif—w = q>. Behandeln wir abgeplattete Ellipsoide (wie 
Erde), so werden & und r imaginäre Werthe ertheilt. Wo es ds 
ankommt, dieses hervorzuheben, setzen wir 

r — ig, s = la, h = —i\f. 
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Einen beBondern Werth von r oder s werden wir mit r, und wenn 
deren zwei auftreten mit r^ und r, bezeichnen , wo r^ > r, ange- 
nommen wird, endlich r, wenn es imaginär ist, mit t;r vertauschen. 
Man findet 

fi' = (^~ay+(y-6)' + (Ä-c)^ 
= A'[r* — sin'ö + «' — sin'jj — 2r5C0SÖC08 jj 

— 2 |V--1 }'*'— 1 sin ösin J7C08(t^— w), 

80 dass R sieh nicht ändert, wenn r mit s, 6 mit tj, tp mit w ver- 
tanscht wird. Die Entfernung A der Punkte des Punktenpaares 
(^ 0, %p) und (*, Tj, €o) ist also dieselbe wie z. B. die von (*, 0, xfi) und 

Wir beginnen mit der Entwickelung von T nach Kugel- 
functionen. Diese aufzufinden ist die einzige Aufgabe dieses 
Kapitels, zu deren Lösung die Methoden des vorigen nicht ganz 
Ansreichen; bei der Kugel war die Entwickelung von T schon durch 
die Definition der Kugelfunctionen und durch das Additionstheorem 
derselben gegeben. 

Von den verschiedenen Punktepaaren, welche dieselbe Ent- 
f^drnung A haben, nennt man ein solches [x, y, is] und \ayb,c\^ für 
Welches Hr > Hs ist; die hier folgende erste Methode setzt femer 
Voraus^ dass auch und 17 nicht willkürlich, sondern so gewählt 
Werden, dass x—a positiv sei. 

Erste Methode. 

Aus der Gleich. (4, h) in I. 27 hat man unmittelbar 

27iA _ r'^_ ___ i^v 

Ä ~"y a?—a 4-t(y — 6)cost;-i-t(Ä — c)sini; ' 

w^il x — a positiv ist. Setzt man 

x-\-iyco^i]'\'izBmr] = ah, 

o + f6cosi7 + **8ui^ = ßK 
^^ lässt die unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite stehende 
Function, vorausgesetzt dass 

^^h (1, 11) sich in eine Reihe von Produkten aus Kugelfunctionen 
^i^ter und zweiter Art entwickeln, und man erhält 

-? = J(2n+l)/'"'p(-)(/y)(?C»)(a)dt; = 2nhT, 
«• »=0 »^ 
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WO a und ß in r^ d, tp, s, rjy (o und v dureh die Gleichungen 



a = rcosÖ4-»}^r*--l8inöcos(i/; — v), 
ß =z «cosjy + tV'Ä*— l8inJ7Cos(w — v) 

ausgedrückt werden. Um zur schliesslichen Form zu gelangen, set^i 
man für P("^(/J) und 0^">(a) ihre Ent Wickelungen nach Cosinus döi 
Vielfachen von (o — v resp. tp — v. Man kennt diese aus den Ad 
ditionstheoremen I. (52) und I. (55), 2. und 4. Fall auf S. 336 um«] 
337; man setzt demgemäss 

P(-)(/y) =^'alr^P?^(*)/t^(cosJ7)cosv(w— v), 

(2« + l)0«(o) = 2j'(-l)''0i"^(r)/t^(coRÖ)co8v(V/-v). 

Durch Multiplikation der beiden Reihen und eine Integration 
nach V in den Grenzen und 27r, bei der diejenigen VielfachLen 
von tp — v fortfallen, welche höher als das n^ sind, erhält maiii 
unmittelbar die gesuchte Entwickelung 

(7) , . . hT= Z SC"), (ßr > **), 



n=0 



3;(«) = ^'(-l)''alr^/^,"^(co8Ö)P^'*^(co8i7)/^;^(«)(?[r^(r)cosi^(V;-w), 

wenn at"^ die durch I. (46, d) gegebene Constante 

(,) _ [1.3.5...( 2 >i^l)]' 
iI(n + y).JT(n-y) 

bezeichnet. Setzt man « = in (7), so entstehen offenbar die 1. 82 
am Schlüsse des § 17 angegebenen Entwickelungen. Aus der letxten 
von ihnen, 

l/l-x-'sin'ö 2.4..2» x ^ ^^ \%^ • 

findet man also für das elliptische Integral erster Gattung u eine 
Entwickelung nach Kugelf unctionen von cosamti^ nämlich mit Hfllfe 
von I. 93 

mit der man die von Jacobi gegebene*) desselben Integrals re^ 

*) FuTidamentn nova thcor. funct. ellipt. art. 45, S. 127. 
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gleichen kann, welche nach ganzen Potenzen von xsmd und zu- 
gleich nach Eugelfunctionen ^("^(cosa;) geordnet ist, wenn man 
X = ilogx setzt. 

Die Gleichungen (7) gelten, so lange nur Mr > Ms ist, für alle 
Werthe von r, Sy 6, rj, ifj und w, während ihre Ableitung diesen 
ßrÖBsen gewisse Grenzen vorschrieb, nämlich das Bestehen der 
Ungleichheit (a) verlangte. Genügt wird dieser Bedingung bei ver- 
längerten EUipsoiden, wenn nicht zu gross ist. Um dies zu zeigen 

bringe man a in die Form pcos^f-fti/p* — Isin^f, wozu nach I. 16 
ftr p die grössere Wurzel p der Gleichung 

r'cos^ö (r'— l)sin'''öcos'''(t/; — t;) _ 
___ + ._ _ „ ^^^ _1^ 

?6ometrisch aufgefasst, die grosse Axe einer gewissen Ellipse mit 
der £xcentricität 1, zu setzen ist. Nach I. 40 wird dann 

Bestimmt man noch eine Zahl p,, welche sich auf ß ähnlich bezieht 

^e p auf a, so wird die Bedingung (a) mit der Bedingung p > p, 

übereinstimmen. Den grössten und kleinsten Werth flir alle v er- 

'eicht aber p, wie man sofort durch Auf losen der quadratischen 

'l^ichung oder durch eine geometrische Betrachtung ersieht, für 

'OH(tp—v) gleich 1 resp. 0; diese beiden Werthe von p sind, wenn 

' Bo klein 'genommen wird, dass rcosö über 1 liegt, r und rcosö, 

Sehnliches gilt für p,. Hieraus ersieht man, dass (a) erfüllt ist, 

'^enn man so klein nimmt, dass rcosO>« wird. 

Dass die Gleichungen (7) noch, unabhängig von diesen Be- 

^hränkungen, für alle reellen und imaginären r und s, und alle 

0, t], xp, (Of welche in Frage kommen, gültig bleiben, lässt sich nach 

den allgemeinen Principien darthun, deren man sich häufig bedient, 

um die Gleichheit von Functionen auch über die Grenzen der Ver- 

Inderlichen hinaus, für die sie ursprünglich bewiesen ist, nachzu- 

iveisen. 

Drückt man sin0 und cosd^ sini^ und cosi^^ r und ^r^ — 1, s und ]/«' — 1 , 
'csp. durch 

lus, so wird T die Quadratwurzel einer rationalen Function von u, u^, w und 
IT,, und bleibt nach diesen Veränderlichen monodrom und monogen, wenn 
iDd tj von bis TT wachsen, oder auch, wenn u und u^ nicht aus einem unend- 
lichen schmalen Streifen heraustreten der die unendliche positive Axe des Reellen 
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uiugiebt. Sie bleibt auch moDodrom und monogen, wenn r und s auf geeig- 
neten Wegen von reellen Werthen zu rein im«iginaren übergehen, oder, in der 
Sprache der Geometrie, wenn mau die verlängerten Ellipsoide in abgeplattete 
übergehen lässt, vorausgesetzt, dass der Uebergang durdi solche WerÜie von w 
und lOj erfolgt, welche in dem Quadranten liegen, dessen Punkte einen positiven 
reellen und imaginären Theil besitzen, aus dem man aber ein Stück durch 
einen Kreis mit dem Radius 1 ausgeschnitten hat, desseo Mittelpunkt im 
Punkte liegt. 

Die rechte Seite von (7) ist eiue unendliche Reihe, deren n**' Glied eine 
ganze Function i»*'° Grades nach sind und cosO, und nMh sinf^ und gosij ist, 

die femer, wegen der Produkte P^y\s)Q^r\r)^ selbst ebenso wie ihre Diffe- 
rentialquotienten nach tr und tr, , absolut convergent ist, so lange nur Ms <Z Mr. 
Hieraus schliesst man, dass dies auch der Gültigkeilsbereich für (7) sei. 

L-ebrigens kann man auch die rechte Seite der Gleichung für ^ durch Inte- 
grale ausdrücken, dann summiren und die Integration ausfahren. Auf diese Art 
lässt sich die Formel (7) verificiren. Dies wäre der umgekehrte We^ 
von dem, auf welchem wir im §33 zur Entwickelung von T g^ ^ 
langen werden. 

Ich lasse nun eine Methode zur Ableitung von (7) folgen, d.^( 
etwas weitläufiger als die erste ist, welche aber die Fftlle des y^ r 
längerten und abgeplatteten EUipsoides so behandelt, dass es nie.'^i 
mehr einer nachträglichen Verifikation bedarf. 

§33. Zweite Methode. 

1) Das verlängerte Ellipsoid (r>« > 1). Die Grundli^^ 
für die zweite Methode bildet eine von der früheren yerschiedene 
Zerlegung von A'. Man hat offenbar (xp — w^q>) 

R- = A*[(r« — cosöcosjy)" 
— (}V— 1 |V — 1-f- siDÖsiniycosy)*-— sin'ösin'jysin'y], 

woraus sich, mit Anwendung von I. 27, ergiebt 

dv 

' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

y = r*— }''r'— 1)^*'— Icosi;, 

d = cosöcosiy — sinösinJ7Cos(t;— 9). 

Die Function y ist am kleinsten für v = 0; es wird also, die Grenz- 
falle ausgeschlossen, y > 1, ^ < 1 und man hat wie oben 

wenn man setzt 



/»' dv 
— ^ 



2nZ(-^ = C2n + \)f^''Q>^(y)P^-\d)dv. 



n 
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Zur weiteren VereinfachuDg bedient man sich der Additioustheoreme 
flir die Kugelfunctionen, I. 312 u. 333 (m, vergl. auch I. 338, 5. Fall), 
d. i. der Formeln 

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen und eine Integration 
nach t; yerschaift sofort die frühere Formel (7). 

Diesen ersten Fall, der sich auf das verlängerte EUipsoid be- 
geht, habe ich bereits in der ersten Auflage erledigt; ich füge nun- 
mehr den zweiten Fall hinzu: 

2) Das abgeplattete EUipsoid 

(r =ziQ, s = iüy h = —iij] q> a> 0). 

Um T in diesem Falle durch ein bestimmtes Integral auszu- 
drücken, bedient man sich nicht der Gleichung I. 27 wie bisher, 
Bondem der entsprechenden I. 171, erster Fall Macht man 

A = l)(^a-|-cosöcosj7), 
Ä = |^(j/p-4-lj/a^^l — sinösiniycos^), 
C = l^sinösinjysiny, 
80 sind A, B, C reell und die erwähnte Gleichung giebt 

2„T = /" -^« .- - r - • 

J il-j-ÄcostM + Csintf* «/ il— ÄcostM-f CsintM ' 



—•0 



setzt man für A, B, C ihre Werthe ein, so giebt sie 

00 00 

Wenn a, ß, a. und /}, an dieser Stelle folgende Bedeutung haben: 

a = p(j + }''^^+li/(T' + lcostt/ 
— ^ = cosöcosjj — sinösini7C0s(^-f tu), 

a, = p<y— y^'-f iya* + i costii 
— /?, = cosöcosi7 + 8'öösinJ7Cos(y — tti). 

Wie im vorigen Falle so dient auch hier (I, 1 1) dazu, die Aus- 
drucke die unter dem Integralzeichen stehen, nach Kugelfunctionen 
Äu entwickeln. An einer späteren Stelle, bei einer Untersuchung 
Über das Potential eines Kreises (§ 41), entwickeln wir das erste 
Integral allein, oder vielmehr summiren wir eine Reihe, welche 
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(wesentlich) das erste Integral zur Summe hat. während wir hier 
im weiteren Verlaufe beide Integrale zusammenfassen. 

Erstens ist sowohl a (offenbar) als auch a, absolnt grösser 
als cos in; es bleibt nämlich 



I ^*4- 1 ) O* + 1 COSin — ^ — COSIM = (I ^- + 1 } O' -f 1 — l)COBIII — ^ 

selbst dann noch positiv, wenn cos tu seinen kleinsten Werth 1 an- 
nimmt« da 



[)^^ + l|V-H-(l+e<')][}V-hlHF'+l + (l + ^)] = (^~a)' 

positiv ist. Daher sind Jf(a+>a' — 1) und ilf(a,4-|'ffl— l)t weni:Är..«n 
das Zeichen der Quadratwurzeln, wie festgesetzt wurde (L 40), gleielf ^h 
dem Ton a resp. a^ genommen wird, grösser als f, wo unter u de ^^^kt 
positive Werth f&r jedes gegebene costai verstanden wird. Zweiten ^ g 

sind M(ß + }ß'^\) und M(ß,+ }ß]-l) kleiner als diese Zahr^^nl. 
Zum Beweise setze man, ähnlich wie S. 101, 

CO80COSI; — sindsini;cos9>cosiai = pcosq, 

sin0sini7sin9>sintif = t)p'— Isin^, 



so wird ÄG^-rl^'— l) = p + lp'~l. Man findet aber dass p 

kleiner aU cos in sei. Wäre nämlich p> costai, so wfirden di_HUe 
beiden Gleichungen, durch welche p und q eingef&hrt wird, geb^^^en 

/ cosöcos» . ^ . \' 

l : — = — smC^smncosflp) >cos*g, 

v cos IM ' ^y ^ 

sin'^sin'i^sin'^ > sin'g. ^ 

Aus der er^en von den beiden vorhergehenden 61eichangM^«n 
folgt nämlich die erste von den Ungleichheiten durch Division mmoit 
COSin; aus der zweiten Gleichung gewinnt man zunächst 

— sin^^sin'i^sin'f sin't« = (p"— l)sin'g, 
und da p > cos tu angenommen war 

— sin*Ösin*ijsin'ysin'Mi > — sin'wisin'g. 

Die« ist die zweite Ungleichheit. 
Setzt man 

cosöcosij = acositf, sin^sini; = 6, 

SO ist sowohl a als auch 6 kleiner als 1 : die Addition der beiden f 
Ungleichheiten würde also ergeben, dass 
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grösser als 1 bleibt. Wenn aber selbst (p = n gesetzt wird kann 
dieser Ausdruck, der dann das Quadrat von a-\-b ist, doch nicht 
grösser als 1 sein. Selbst im günstigsten Falle, fllr t« = 0, würde 
^ + b, ein Ausdruck von der Form 

cos 6 cos 17 -j- sin ö sin rj, 

höchstens 1 erreichen. Daher war unsere Voraussetzung über p 
unrichtig und es muss p <. costti sein. 
Man findet also 

M(ß + YF^i) = P + V'p"- i < costti-tsiniM < M(a + ^ä^^), 

Man darf daher setzen 
2nf)T = J(2fi + 1)[ /* P(*\ß)Q(-\a)du -J^'^ P^''Kß,WKa,)du^. 

00 — ot 

Wir setzen für P"(/J) und P"(/J,) ihre Werthe aus I. 312 

(_l)-^'aWp<r>(co8Ö)/^^">(eo8i7)co8i.(9) + im), 

(-l)"-f'(-l)''oW^(eo8Ö)Pl'^(co8i?)co8v(9-iM), 
und erhalten dann 

«=0 

trenn man setzt 

t = (-l)y""[OW(a)-(-l)''0<")(o,)Jcos»«dM, 



■OD 



In I. 339 wurde gezeigt, dass eoBnn.Q^'*^(a) ^ arithmetische 
Mittel aus den beiden Werthen sei 



t/ 



arccotg^ [^ — C08X. t^^"* — l)"rfX 



[(j+cos(x±tti)|/a' + l]«+i ' 

Und durch dasselbe Verfahren würde man cosn7r.Q(")(aj) als arith- 

tuetisches Mittel gefunden haben, hätte man f^a'+l mit — Va'+l ver- 
tauscht Man setze in t diese Ausdrücke ein; da dort nach u von 
— oo bis c» integrirt wird, so ist es nur erforderlich eines von den 
l>eiden Zeichen in x+tu beizubehalten und dafür das Integral dop- 
pelt zu nehmen. Dadurch entsteht 

(Q-oosx.yo^ydxJ |[ff+co8(x+»tt).|^^M^]— ' 

— 00 

~ (—1)" [<x— cosöc + tu) |/a'+l]-*-^} costMiöfi. 
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Reducirt man mit Hülfe der Gleich. (39, o) in I. 231 , so wird das 
naeb u zu nehmende Integral, da die Functionen Q bei der Sub- 
traction sich fortheben, gleich 

_. 1.0...(2'l — 1) .nn(n\r' \ 

und Betzt man diesen Werth ein, so findet mau nach I. 224 Glei- 
chung (38, b) 

und somit flir das abgeplattete Ellipsoid wiederum den Ausdruck (7), 
aber in der Form 

(8) ... \)T= J3:^"\ 

in welcher statt der imaginären Grössen h, r, s ihre Module 1^, q, a 
vorkommen. 

§ 34. Wir gehen nun zu der Bestimmung des Potentials V 
im Punkte über, wenn die Dichtigkeit ^(«^i^^cii) in jedem 
Punkte eines Rotationsellipsoides gegeben ist. ' M. vergl. 
im § 18 die Lösung der entsprechenden Aufgabe ftlr die Kugel. 

Das Quadrat des Linearelementes, welches von einem Punkte 
[a, 6, c] nach [o + öa, 6 + dh, c + dc\ gezogen ist, wurde 1. 308 ali- 
gemein durch orthogonale und speciell durch Polarcoordinaten, 
L 354 durch verwandte Coordinaten ausgedrückt. In unseren Go- 
ordinaten ist es 

so dass man flir das Körperelement den Ausdruck erhält 

dadbdc = A*(«' — cos'*J7)sinJ7ÖJjöcu9«. 

Jeder Punkt des Raumes stellt sich in diesen Coordinaten s, fj, (o als Durch- 
schnitt dreier Flächen (m. vergl. I. 351) dar, eines Rotationsellipsoides, welches 
entstellt, wenn man s festhält und ij und w alle möglichen Werthe giebt; eines 
Rotationshyperboloides, welches bei festgehaltenem t] und veränderlichen s, w 
gebildet wird ; einer Meridianebene für ein festgehaltenes (o und bewegliche s, tj. 
Diese drei Flächen schneiden sich in drei Linien, deren Längen, gerechnet vom 
Punkte («^ 17, cü) aus bis zu den drei Punkten (s -\- ds, t], (o), (s, f] -\- dtj, w), 
(s, i;^ o) -|h ou)), in diesem Zusammenhange, resp. dn, do, dp genannt werdoi 
mögen. Daher ist 

dn — hdsV — r— i"--» do = Aöiy }/«*— cos'iy, dp = Aöcosiniy j/*»— 1. 
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Beweis. Die Winkel, welche die Liuie von der Lauge dn mit den recht- 
wiakligeD Coordiuatenaxen bilden, seien a, ß, y; do und dp bilden mit denselben 
Aien Winkel, die durch a', ß\ y'; a", /?", /' bezeichnet werden. Dann ist 

dncosa = -w—ds, dncosß = k — Ö5, dncosy = -.r—ds, 

OS ' OS ' OS 

docosa* = -^—df], docmß =3 — 9jj, öocosy' = -^— öij, 

5pcosa" = p öcu, dpcosß" = ^ - 9^, 9pcos/' = -^—dw, 

Diese drei Linien dfi^ do^ dp stehen senkrecht auf einander; 
•eut man nämlich in die drei ähnlich gebildeten Ausdrücke für die Cosinus 
hrer Neigungswinkel, von denen der eine ist 

cos (dn, do) = cos a cos a' + cos /? cos /?' -}- cos y cos */y 

tatl der cosa, cos/9; etc. ihre vorstehenden Werthe^ so erhält man für diese 
K-ei Ausdrücke identisch Null. 

Da die Cosinus der Winkel, welche eine Normale der Fläche ({a, b,c)==0 
cftit den Axen bildet, sich wie f(ß):f'(bi):f(c) verhalten, so hat man 

a b 



cosa:cos/7:cosy = — ^ . — ^ — ~ . — m ~^t 
•^ ' -* s — 1 * — 1 



voraus ersiclitlich ist, dass dn mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie die 
^inie, welche im Punkte [a, b, c] auf dem durch diesen Punkt gelegten Rotations- 
^]lipsoide senkrecht steht, dass dft also ein Stück dieser Normalen ist. Aehn- 
iches hat man für do und dp in Bezug auf die zwei anderen Gattungen von 
^lachen. 

Das gesuchte Potential wird daher, wenn die Masse durch zwei 

Ellipsoide begrenzt wird, die r = r^ und r = r, entsprechen: 

dsj (*• — cos' ri) sin 17 drij k(s, ij, 01) Tdo). 

r, 

^an entwickelt V in eine Reihe von Kugelfunctionen ; dies geschieht, 
indem man erstens die Dichtigkeit k, oder noch besser diese 
mit («*— cos'i;) multiplicirt, durch eine solche Reihe darstellt. Man 
setze also 

(a) ... («' — cos? !?)*(«, 1?, w) = 2: üf^'^C** V* «), 

N=0 

WO die K Kugelfunctionen in Bezug auf t] und w bedeuten, in deren 
Constanten Coef&cienten s als Parameter vorkommt. 

In besonderen Fällen wird man mehrfach bequeme Methoden 
entdecken können um die K zu finden, im allgemeinen aber diese 
Functionen, welche ganze in Bezug auf die drei Aggregate cosi;^ 
rini^cosa», sini^sinco sind, durch Integrale darstellen. Diese und 
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ihre yerschiedeDen Umformungen findet man auf S. 45 u. f., wenn 
man dort Ar durch das Produkt («' — cos^i^)^ ersetzt. So erh&lt man 

wenn von den Ausdrücken a und q, die keine andere Veränderliche 
als s enthalten, die erstere durch die Gleichung 

öt"' = (-l)''al"y'(*'-co8'iy)8ini7^J7y^%(Ä, t], (o)dy''\tj, iü)dw 

gegeben wird, die zweite aber aus der rechten Seite derselben durch 
Vertauschung von C mit S» hervorgeht. Cfy^ und SjT^ sind die ab- 
kürzenden Bezeichnungen aus I. 320 fttr das Produkt aus i? (cos 17) 
und dem Cosinus resp. Sinus von vw, und afy^ die numerische Con- 
staute aus L 312. 

Man entwickelt zweitens T nach Kugelfunctionen. 
Hierbei hat man die verschiedenen Räume zu betrachten, in denen 
O liegen kann. 

1) Das Potential im äusseren Punkte Oa. Setzt man ftir 
hT seinen Werth aus (7), so wird Va zunächst gleich 



»=0 »«=0 

Ü 



Da aber die % wie die K Kugelfunctionen sind, so fallen (I. 327 (e)) 
aus den Produkten der Summen diejenigen Glieder fort, in welchen 
die Indices m und n verschieden sind, und der vorstehende Aus- 
druck wird gleich dem, welcher entsteht, wenn man das Produkt 
der beiden Summen 

4/1 

A'-i'(-l)''ö?^'^^"^(co8i?)P?^(co8 ö)Pi"^W(??'^(r)cosi^CV' - ^\ 
mit sini^di^doj multiplicirt, in den Grenzen und ^n resp. n inte — 
grirt, endlich von « = bis oc summirt; Nach I. 326—327 entsteh "Ib 
dadurch als Entwickelung von Va nach Kugelfunctionen: 

(9) . . . K„ = i:^'(pt"^cosi^V;4-pt"^8inw/;)Pt"^(cosö)0?^(r), 

n=0 

wenn man die Buchstaben p und p für folgende ConstAnten einführt 
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2) Das Potential im innern Punkte O,. Die Rechnung 

bleibt dieselbe wie oben, bis dahin, wo der Ausdruck für Z ein- 

gefbhrt wurde. Bei der Entwickelung (7) dachte man sich Mr > Ms, 

während nunmehr der Werth s, welcher sich auf die Punkte der 

Masse bezieht, einen grösseren Modulus hat als der Werth von r, 

m 

welcher zu O, gehört. So erhält man, statt (9), die Entwickelung: 
(9, a) ... . K. = Z ZXqy^(io^vip + q^;hinvip)P^;\coH6)P$'\r), 

tl t, 

3) Das Potential im Punkte O^. Liegt die Coordinate r 
e« Punktes O zwischen r, und r^, so wird 

(9,6)... F,, =(F,) + (F,), 

"^^o (Fa) der Werth von F« unter 1) ist, nachdem man dort r filr 
"^o gesetzt hat, und (FJ der Werth von F, unter 2) wenn dort r für 
^ gesetzt wird. 

Anmerkung 1. Wie hier das Potential F gefunden wurde, 
"^enn die Dichtigkeit k des Körpers bekannt ist, so lässt sich 
^luch das Flächenpotential t) angeben, wenn die Dichtig- 



keit X der Flächenbelegung bekannt ist. (M. vergl. §22, 
S. 65). In einem Punkt der Fläche (r, 17, w) wird das Flächen- 
Clement (ßo.dp auf S. 106) 

A' /r^i }^r*— cos'jjsinijöjjöw. 

Entwickelt man also nicht wie oben den Ausdruck auf der linken 
Seite von (a) nach Kugelfunctionen, sondern setzt statt dessen 



x.yr-'-cos^iy = 2:K(%rj, cü), 

und löst die Kugelfunction Ä^(">, die hier 17 und w, aber die Con- 
stante r statt der Veränderlichen s enthält, in die Reihe auf 

so wird, wenn Mr > Mx ist, erhalten 
D = A>/?^ J J'Pi"^(cosö)P?\r)(?i"^(r)(a?^cosi'V' + a?^siny^^^ 

fi=0 

Ist Mr<iMx^ so hat man P(r)0(r) mit P(r)Q{x) zu vertauschen. 
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Anmerkang 2. Das n*^ Glied in der Entwiekelang von 
K. oder r« ist, welches auch die Dichtigkeit sei, eine gftuze 
Fanction n^" Grades der Coordinaten «, y, z des Punktes O. 
Denn dies Glied lässt sich offenbar als Integral 



r' 



/^"- [rcoR d + i ]>'— 1 sin öco8(^ — w)]f(w)dw 

darstellen^ wo f eine ganze Fanction n^ Grades von cosoi und 
sin Cd, mit (2ii-f-l) gehörig gewählten Constanten 6 und b bexeichuet, 
man also hat 

f =6^+*iC08ft> + 6jCOs2ft>-i |-6MC0Siiai 

+ b, sin Gl + b, sin 2ft> -i 1- b«siniiai. 

Da P'^' eine ganze Function r^^° Grades vom Ai^gumente 

rcos ö + i 1 V- — 1 smdcos(^ — «), 
dieses aber gleich 

X + tjf COSb» -f t^^uic^ 

ist, so wird das obige Integral selbst, ganz allgemein eine ganze 
Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y und s. 

§35. Specielle Fälle. Die Dichtigkeit k sei eine ganze 
Function m^ Grades der drei Aggregate cosi;, sin i; cos a», 8ini7sinfki. 
Alsdann wird die Reihe (a) des § 34 eine Summe von M+ä Engel- 
functionen K. Hieraus folgt f&r das Potential im inneren Räume, 
dass F. eine ganze Function w-f ?" Grades der rechtwinkligen 
Coordinaten x. jr, s ist. 

Im äusseren Räume ist das Potential noch immer eine ganze 
Function Ton cosO, sin^cosus sin(^sinu% erhält aber in Bezug auf 
^e Veränderliche r die Form gCr)'f'k(r)Q^(ry. wo g und k rationale 

Functionen von r und l r'— 1 vorstellen, die keinen anderen Nenner 

als die M-f^^"^ Potenz von |r^— 1 enthalten. Die KugeUunction Q^ 
hat, je nachdem r reell oder imaginär, gleich «p ist, reep. den 
Ausdruck 

(r) = ilog -^^ . V«» = - iarc.colg^ 

Da eine Function von ir und cri. die Ar i; =0 von a» nnab^ 
hängig ist, sich ganz allgemein mit Annäherung durch eine endlicb^^ 
Summe von Kugelfunctionen darstellen lässt, so gilt das Aber dii 
Form vrtu r Gesagte von dem Näherungswerthe de* Potentials 
inrend welcher Dichtigkeit. 



I 
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Das Vorstehende wIimI durch die Gleichungen (9, d) und (9) bewiesen. Die 
Sumroalion nach n in beiden Fällen erstreckt sich nicht in's Unendliche sondern 
nur auf eine endliche Anzahl, auf m-\-2 Glieder. Femer ist oben in Anmer- 
kung 2. gezeigt worden, dass das allgemeine Glied von (9, d) eine ganze Function 
fi^n Grades der rechtwinkligen Goordinaten x, y, z sei. Hiermit Lst bewiesen, 
was über F« gesagt wurde. 

Femer haben die in (9) vorkommenden Functionen Q die oben ange- 
gebenen Formen. Dies zeigt sich aus I. 258. Zunächst geht nämlich, durch 

die Gleichung für die ^(aj), welche (a) daselbst entspricht, Q^y^ in die Form 



über, wo A und B ganze Functionen von x bedeuten, dieser Ausdmck dann 
durch die Gleichung 

Welche (6) daselbst entspricbt, in die Form 

S«tzl man für Q(") und Q0*+^) ihren Ausdruck (20, c) aus I. 141. so erhält 
^iian für Q^ schliesslich den Ausdruck 



(x'-l)-J'[4+fi1og-J±i-]. 



^9 ^äre leicht, noch Bemerkungen über den Grad, den die ganzen Functionen 
und B besitzen, hinzuzufügen. 

Man hätte dasselbe, von I. 210 ausgehend, zeigen können. Nach dieser 
Gleichung ist 

(?W = (a!'-l)i>'a<!i(«); 

«^ie letzte Function aber, nach I. 153, bis auf eine Gonstante der v^ Differential- 
^^^uolient nach x von 0^*^(x), das sieb nach I. 141 von 

i/'<->(x)log -^ 

'Mnur um eine ganze Function n — 1 ^° Grades unterscheidet. Der v^ Differential- 
«^otient des letzten Ausdmcks wird aber gleich dem Quotienten, dessen Zähler 
"^on der Form 

A+Blo,^, 

dessen Nenner (x^ — iy ist. Man hat durcb diese Betrachtung das frühere 
Hesultat wiedergefunden. 

Schliesslich muss man, um dasselbe unseren Untersuchungen über das 
Potential anzupassen, x durch r ersetzen. 

Dieses Resultat ist unabhängig von der Art wie s in die Dichtig- 
keit eingeht. Im allgemeinen werden die Gonstanten p, p, q, q, weil 
a und Q die Grösse s in der mannigfaltigsten Art enthalten können, 
trauBcendente Functionen der Axen r^ und r^ sein; sie vereinfachen 
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sich aber, z. B. in dem speeiellen Falle, dass k eine ganze 
Fanetion der rechtwinkligen Coordinaten a, b, e ist. Für 
diesen Fall kann man nämlich die Integrale p. p, q, q ansftlhren, 
und es kommen in dem Potentiale F« nur ganie Potenzen Ton r« 
und r^ vor, und zwar ist in Bezug auf diese Constanten F« von der 
Form f(t^)— ^r,), wenn f eine ganze Function bezeichnet. Da- 
gegen hat F. in Bezug auf r^ und r, die Form fCrJ— f(T,), wenn 
/'(r.j) die Form hat 

i^(0-f*(01og(r.-r 1)+ /(r.,)log(r,-l), 
und g, h, l rationale Functionen Ton r« bezeichnen. Es hängen also 
Va und F. wesentlich in derselben Art tou r ab, wie resp. l\ und 
Va von r^ und von r.. 

Um dies nachzuweisen, geht man davon aus« dass k, als ganze 
Function von a, b, c ein Aggregat aus Constanten nnd Gliedern 
a'^b^c^ ist; ein solches Glied in s, 17, w umgesetzt giebt 

j*cos* i;(> «•— l)*'^^sin"*' 1; cos"fcisin^ w. 

Verwandelt man das Produkt der Potenz von coscu nnd von aino» 
in eine Reihe, die nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von o» 
geordnet ist, je nachdem r eine gerade oder ungerade Zahl be- 
zeichnet^ so enthält diese Reihe nur solche Vielfache von Wj welche 
mit fi + t zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Dies gilt 
auch f&r das Produkt von k und (f'— cos'i;); daher enthalten die 
Glieder a/ und a^ , welche (S. lOr^) in den Kngelfnnctionen K mit 
cosvcj und sinyfj multiplicirt sind, ausser ganzen Potenzen von s 
nur noch mit » zugleich gerade «Hier mit 9 zugleich ungerade ganze 
Potenzen von }s' — \ deren Exp«ment wenigstens 9 ist. Setzt man 
f&r F,^ und Q/ ihre Ausdrucke als Pri>dukte von )«-— l' mal dem 
r"» Differentialquotienten nach «. von P* oder©» (abgesehen von 
einer Constanten) in die Integrale der Fonnehi (9) ein, so werden 
p und p Integrale einer ganzen Function von s nach », und q nebst 
q von einem Ausdruck der Form 

j;^Alog(5-l)-/l.>g,5-l,\ 

x^o g,ky I ganze Functionen von s bezeichnen. Die Integrale nach s 
von r. bis r, haben also die angegebene Form. 

Nimmt man die Dichtigkeit constant und setzt ib = 1, so 
findet man (ür das Potential eines vollen £Ilips«>ides 
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Setzt man für die P und Q ihre Werthe ein, so erhält mau 
demnach, je nachdem es verlängert oder abgeplattet ist, die erste 
oder die zweite von den folgenden Formen 

F„ = r(r*-l)frA»{(3co8'ö~l)r+i[l4-co8'^ö-(3co8^ö-l)r^log~j}, 

Fa = ]r(f'+l)7r]^'|(l-3co8*ö)^H-[l4-coB^Ö-h(3cos*ö-l)^»]arccotg^|, 

Durch Subtraction findet man hieraus sofort (§ 20) das Potential 
für eine durch zwei beliebige Rotationsellipsoide begrenzte 
bomogene Schale im Punkte Oa. Der Kürze halber setze ich nicht 
den Werth von F, für eine Schale hierher, sondern den von F^ 
flär das volle EUipsoid; man findet ihn nach § 18, No. 3 durch 
Addition des Potentials F« für ein volles durch 0^ hindurchgehendes, 
dem gegebenen confocales EUipsoid und des Potentials der übrig 
bleibenden Schale in demselben anziehenden Punkte. Man findet 
im Falle des verlängerten resp. abgeplatteten Ellipsoides im Punkte 
O^ = (r, ö, xp) resp. (q, 0, %p) 

V^ = rV7r[8in^ö + r'(3cos'''ö-l)] 
+ ir(r'-lM»[l+cos^ö-r'(3cos'*ö-l)]log-?^-2r"Ä'7rcos*ö, 

V^ = ]r'^'^7r[sin*ö~^*(3cos'ö-l)] 
+ ;:(?*+ W^[l+cos'ö+^'(3cos*ö-l)]arccotgf-2^Y^cos^ö. 

Hieraus ergeben sich sofort die bekannten Sätze über die An- 
ziehung, z. B. von Schalen die durch ähnliche Ellipsoide begrenzt 

werden. Setzt man -^ fhr r und dann A = 0, so entsteht wieder 

die bekannte Formel fttr das Potential der Kugel. 

§ 36. Wenn nicht mehr die Dichtigkeit der Masse in der Schale, 
sondern das Potential selbst auf den begrenzenden Ellipsoiden ge- 
geben ist, so kann man es in dem leeren Räume finden. (Cf. § 21.) 

1) Die Masse möge nach aussen (dem unendlichen Räume) zu 
durcb ein Rotationsellipsoid r = r begrenzt sein; der auf demselben 
gegebene Werth des Potentials sei f(ß,\fi). Man entwickelt diese 
Function in eine Reihe von Kugelfunctionen, indem man setzt 

«r=0 

aus (9) erhält man als Werth von F eine Reihe von Kugelfunctionen, 
deren n^ Glied für r = r, 

ZXp^:^ Qo^vrp +p?^sini'U/)Plr^(cos(?)(?l"^(r), 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Auä. 8 
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mit F"^ abereinstimmen muss. Bringt man das Letztere nach I. 327 
u. 328, (c) u. (f) in die Fonn 

(6) . . . y^"^ = j;X9y^coBnp + ^;^«inrUß)l^r\eos0), 
wo die Constanten g und g bekannt, nämlich dnrch die Gleichungen 




ausgedrückt sind, so wird daher 



Vr (t) 



2) Ist aber f(e, tp) der Werth des Potentials der Schale fbr 
die Punkte der inneren Begrenzung — sie sei durch die Gleichung 
r = r bestimmt — so giebt (9, a) vermittelst desselben Verfahrens 

K = ii'(l7i"^cosirV^ + fl?^sinyip)i^">(cosö)-^^. 

Man zieht hieraus, ähnlich wie im § 35, den Schluss, dass das Po- 
tential F« eine ganze Function der rechtwinkligen Coordinaten von 
bleibt, wenn es eine solche an der Oberfläche ist 

3) Man kann auch das Potential in einem leeren Räume be- 
trachten , der durch zwei EUipsoide r = r^ und r = r^ aus einer 
Masse herausgeschnitten wird. Die Lösung setzt sich aus den 
beiden vorhergehenden, No. 1 u. 2, durch dasselbe Ver&hren zu- 
sammen, welches § 21 No. 3, bei der Untersuchung über das Po- 
tential der Kugel, angewandt wurde. 

Ist der für r = r^ und r = tj gegebene Werth des Potentials 
resp. fo(0,yf) und f^O, t^), so entwickele man f^ und f^ nach Eugel- 
functionen in die Reihen 

/o(ö, V) = J Y(:\ u{d, v^) = i FC-), 

«=0 «=0 

und stelle Y^"> durch die Formel (b), FC"> durch dieselbe mit den 
Constanten 6 und b statt g und g dar. Wie g und g nach (c) aus 
fy so werden sie jetzt aus f^, und 6 und b aus f, gefunden. Im leeren 
Räume y, zwischen den Flächen r = r^ und r = r, hat man dann 

y^ = J^Ti*^(cose)l(p^"^co8vV; + <)t"^Biui^)Pi"^(r) 

+ (g?^ cos VI/; + qir^sin vi/;)Oi*^(r)|. 



11=0 
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Dieser Ausdruck soll für r = to resp. = r, in f^ resp. f^ über- 
gehen. Dadurch sind die vier Gruppen von Constanten ;;, |), q, q 
bestimmt: man findet sie aus den Gleichungen 

Die ziemlich weitläufige nach der Elimination entstehende Formel 
übergehe ich hier, da man sofort ihren Charakter erkennt und sie 
nur geringes Interesse darbietet. 

§ 37. Die Hauptaufgabe in der Theorie des Potentials 2' 
des § 22, welche im § 23 für die Kugel gelöst wurde, findet hier, 
mit Hülfe der Ausdrücke des § 36 ihre Losung für das Rotations- 
ellipsoid. 

Wir haben also die Function v aufzusuchen, welche 
für Punkte auf der Grenzfläche sich in f(0,tp) verwan- 
delt und im ganzen übrigen Raum den Bedingungen eines 
Fläohenpotentials genügt. Eine solche, also die gesuchte 
Function v, ist offenbar die obenstehende Va so lange wie r > r bleibt, 
und ist F^ für r < r. 

Wir übergehen hier die Aufgabe, welche auf den 3. Fall des 
§ 36 führt, V so zu bestimmen, dass diese Function sich für r = Tq 
and r = Ti in gegebene Functionen verwandelt. 

Die Dichtigkeit x der Masse, mit welcher man die Fläche 

r = r zu belegen hat, damit v als ihr Flächenpotential angesehen 

Werden kann, findet man (§ 22, S. 70) mit Hülfe der Differentiation 

des Werthes von v = F^ in einem Punkte der Oberflächen nach 

der äusseren (ßn) und von v = F, nach der inneren Normalen 

Co«, = — ön), und zwar ist (S. 106) 



dn 



=.kdr^J^^^ = ^6n,. 



fTerner folgt aus I, (36) nach der Methode I. 137 

pC)M d&:\r) (.) dP^:\r) _ 2>i + l 

so dasB man zur Bestimmung der Dichtigkeit x die Gleichung erhält 



r\ •<• 
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47iA vr*--l yr' — coB* ö . X 






»=0 



Dieses Resultat giebt dieselbe BeziebuDg, welche man in der Anm. 1 
zu § 34 findet. S. u. 

Beispiel. Man findet ftlr f(0, tp) = ly F® = 1 und daraus 

^ = 2nh |/?:=1 )^r' - cos'ö. log J^, 

resp. wenn r und h imaginär sind 

— = 2nii }-f+l }^f + cos*Ö . arccotgjr. 

In der ersten Anmerkung zu § 34 wurde gezeigt, wie man den Aus^ä» .g. 
druck des Potentials y findet, wenn x bekannt ist Hat man di» ^me 
Dichtigkeit x in Punkten (0, tff) in eine Reihe von Kugelfnnctione^'^Bfl 
entwickelt 

" '(alT^cosvi/; + a?^sinFV)'^r"^(cosö> 



X II 

X = 

»=0 



80 erhält man fbr den inneren Raum 



V. = 47iÄj'r^^)V-co8'Ö 

wenn Mr<zMx] man hat aber ftlr den äusseren Raum, wenn Jfr > 
ist, unter dem Summenzeichen r mit r zu vertauschen. 

Die Lösung dieser Aufgabe verbinden wir mit der des §. 
und suchen, ähnlich wie es im § 24 geschah, die Dichtigkeit 
der idealen Belegung der Grenzfläche mit Masse aa 
welche für den leeren Raum dasselbe Potential giebt, wi 
die wirkliche Massenvertheilung im Innern k[a,b,c], 
machen wir in (9) und (9, a) die Veränderliche r gleich r resp. glei 
r^ und r/, der entstehende Ausdruck ist gleich ((fl^ip) zu 
und die Formel dieses Paragraphen fbr x giebt die gesuchte 
keit der idealen Belegung. Diese wird demnach durch die Glei- 
chung ausgedrückt 

x|V— l|'r-— cos*ö = y dsj (**— co8-J7)8iuiyö^ Ak(syfi,w)da9, 

T, 

wenn mau ftir den Fall, dass das Potential in dem Räume r>i; 
durch die Flächenbelegung auf r = r^ erzeugt werden soll, BeM 
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= i '-'^J^i'(-i)' alry;^(o()8«7)i'l.">(co8ö) -^j'f*)^ es ►(« - ^), 

•er wenn man das Potential in dem Itaume r <c r, durch die 
ächenbelegung von r = r, erzeugen soll 

Den dritten Fall, in welchem die beiden Flächen r = r^ und 
= r^ so mit Masse belegt werden sollen, dass sie im äusseren 
ad inneren Räume (a, t, aber nicht /i) dieselbe Wirkung hervor- 
gingen wie die gegebene Masse von der Dichtigkeit k in der Schale, 
bergehe ich, indem seine Behandlung keine neue Schwierigkeit 
arbietet und die Formeln ziemlich complicirt werden. 

Beispiel. Man findet im äusseren Räume dasselbe Potential, 
elches ein volles homogenes Rotationsellipsoid mit einer Masse 
Q der Dichtigkeit A = 1 hervorbringt, wenn man die Masse über 
ne Oberfläche so vertheilt, dass die Dichtigkeit im Punkte (r, 0, \p) 
rselben (die selbstverständlich unabhängig von %p ist) wird 

hxi¥~—\ A'— cos^Ö 



X = 



3r'-l 

§ 38. Wir suchen jetzt die Function v des § 37 durch eine 
«ite Methode auf, nämlich durch die Methode, über deren Be- 
utung im § 26 gehandelt wurde, vermittelst deren in der That 
' die Aufgabe über das Rotationsellipsoid die Lösung zuerst in der 
^fachen oben angegebenen Form gefunden wurde ^). Wir werden 
&o V durch Integration der Gleichung J\ = ermitteln, und suchen 
« Integral v auf, welches mit seinen ersten Differentialquotienten 
•erall, resp. bis an eine Fläche r = T, den oft erwähnten Bedin- 
.ngen der Stetigkeit genügt und sich fbr r = r in die gegebene 
inction ((ß^ \p) verwandelt. Endlich behandeln wir den Fall, dass 
Lch V auf einer zweiten Fläche r = r, gegeben wird. 

Zunächst führt man in die Gleichung //v = statt der recht- 
inkligen Coordinaten x, y, z die neuen r, d, \p des § 32 ein. Sie 
)ht dann über in 

A^ ^ (r ^ 1^^v^ ,19/. ^öv\ , (r-'-cos-'ö) ÖV ^ 
dr\^ ^dr^ ^ sinddO^ dO^ (r'— l)sin*ö öi/;' 

♦) Grelle, Journal f. Math. Bd. 26, S. 185—216: Ueber einige Aufgaben, 
eiche auf partielle Differentialgleichnngen führen. 
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Diese rmformuii^' i;estaltel >icli zienilioli emfacli lueh der dnltm Meihode 
des § 71 iD 1. 307 u. f. Her Ausdruck für das Öuadrat des Linieoeleaients 
iu den Citordinaten für das RoUtionsellipsoid, der schon am Anlange des § 34 
gegeben ist (dort 6a^-\-db^-{'Ca (hier öji"'*+9o"-}-o/i^. 

verglichen mit der an jener Steile (I. 308) gegebenen Form 

giebt 

cl = A ör, dfi = hdd, dv = kö^f, 

das Einsetzen in die dort (irrthümlich statt mit (A)) mit (g) bcKiduele Dif- 
ferentialgleichung liefert sofort die oben angegebene Form (10). 

Wir haben von (10) eine mit ihren ersten DifferentijdqQotienten 
eontinoirliche Losung 1) für r > r und 2) f&r r < r aofzosnchen. 
Die erste bezieht sich aof \a> die zweite anf v,. 

Dazn entwickele man v im ersten and ebenso im zweiten 
I\aume nach Kogelfonetionen in Bezug aof and y. Die Ent- 
Wickelung sei 

Dieser Aasdruck wird in (10) eingesetzt: reducirt man dann ver- 
mittelst der Differentialgleichimg I. 3i~i9. (51) der Kogelfonctionen, 
so entsteht 

(o) ... ^-^((r^-i)l^-)^^__^,_^--i,(i,^l)Z-' = 0. 



Das m^ Glied dieser unendlichen, unter dem Summenzeichen stehen- 
den Reihe ist wiederum eine Kugelfunction nach d und y. Denn 
eine Kugelfunction Z* ist von der Form 

^fc)... Z» = ^•(y,cosrU'-rU.sinrUf)P/(c<»Ö), 

wenn v und u Constante nach e und ^, hier also Functionen nur 
von r bedeuten. Dieselbe Form behält Z * nach Differentiation in 
Bezug auf li* oder r, von denen die erstere nur die Coänns und 
Sinus der Vielfachen von iL*, «lie zweite nur die Constanten u and 
s ber&hrt. Da die Kugelfimctionen auch nach Multiplication mit 
Consianten diesen Character behalten, auch die Summe von Kagel- 
finctionen eine Kugeliuncrion bleibt, s-:» ist die obige Behauptung 
*?erechtferTüi: Wird die Somme von Ku^relfunciionen versichiedenen 
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Grades Null, so muss jedes Glied von einem bestimmten Grade für 
sich Null sein. Daher erhält man eine Gleichung für jedes Glied 
^^") selbst, wenn man das Summenzeichen in (a) fortlässt. 

In die dadurch entstehende partielle Differentialgleichung zwi- 
schen Z("), r und t^ setzt man den Werth von Z^") aus (6) ein. 
Dadurch zeigt sich sofort, dass die Summe zweier Ausdrücke Null 
sei, nämlich des Ausdrucks 

i'l^;^(cose)cosvV^[(r'-l)A((r^-l)^)-[„(,,+lXr^-l)+^ 

vermehrt um einen Ausdruck, welcher aus diesem durch Ver- 
tanschong von cosyV' mit sinvi/i und gleichzeitig von u mit u ent- 
steht. Diese in Bezug auf t^ trigonometrische Reihe kann nur Null 
sein, wenn jedes Glied fbr sich Null ist. Daher muss sowohl ti, 
als u,.> ftlr y gesetzt, der Differentialgleichung genügen 

Dies ist aber die Gleich. I, (36); ihre Lösungen sind die Zugeord- 
neten P^^^r) und Ot"^(r), so dass sowohl ti als u nur lineare Ver- 
bindungen dieser Zugeordneten werden können. Bezeichnen p, q,. 
p, q numerische Gonstanten, die auch von n und v abhängen 
können, so hat man also 

Und man findet für Z den Ausdruck 

(e) ... Z(*) = J'(plr^cosvV;-f <)lr^sinvV')fi'*^(cosö)P^"^(r) 

+i;'(q^y^oo&vilJ + qlT^sin vi/;)Pir^(cose)(??^(r). 

Wir haben nun zu unterscheiden, ob v für den Raum r > r 
oder für r < r dargestellt werden soll. 

1) Man sucht v im Räume r > r. Da v, also auch jede von 
<ien Functionen Z^") fbr sich, im Unendlichen verschwinden soll, 
während doch P(r) fllr r = oo nicht Null wird, so müssen die Gon- 
stanten p und p gleich Null gesetzt werden. Man hat also fbr Z 
die Form 

Z(-) = (^ir^cosi^ + qir^8invV;)P?^(cose)0t"^(r), 
d. i. dieselbe Form, welche im § 36, 1. Fall, zu Grunde gelegt 
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wurde. Indem man von hier an genau dem dort angegebenen 
Verfahren folgt, erhält man für v den dortigen Ausdruck Fa. 

2) Man sucht v im Räume r < r. In diesem Falle hat man 
q und q gleich Null zu setzen, so dass Z die Form hat 

Z(^) = i;'(pir^ cosyV; + <)ir^ sin yi/;)Pi*^(co8e)Pir^(r). 

Ist das Verschwinden von q und q einmal nachgewiesen, was unten, 
in diesem Paragraphen, geschieht, so ergiebt sich v unmittelbar, 
und zwar als der Werth V, im § 36, 2. Fall. 

Stellen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so 
erhalten wir: Die Function v, welche der Gleich. Jv = 0, 
ferner den bekannten Bedingungen der Endlichkeit und 
Stetigkeit genügt, und für r = r in f(0,tp) übergeht, lässt 

sich in eine Reihe von Eugelfunctionen v = ^Z^») ent- 

»=0 

wickeln, wo 

Z(«) = I;\9^:^(^o^vtp + Qi'^Bmvtp)Pi^\i^oH0)-^^ (r > r), 

Or (r) 

Z(") = £'(9^:^cosvip + g!:hmvtp)P^;\cosd)^^^, (r < r), 

Py (y) 

wenn g und g die bei der Entwickelung der gegebenen 
Function f(0,yf) nach Eugelfunctionen auftretenden kon- 
stanten bezeichnen. Es sei daran erinnert, dass diese Constanten 
durch die Gleichung gefunden werden 

g^y^ cos vtp + gir^ sin vxp 
= (- lya^:^ ^|^y*"'^*^(cosi7)8ini7Öi7y*'''f^^^ (o)coBv(tp- to)dw. 

* 

Bei der hier gelösten Aufgabe war das Potential y auf einer 
einzigen Fläche yorgeschrieben; ist aber nicht nur als Werth 
des Potentials v für r = r^ die Function fj[ßy ip)^ sondern auch für 
r = r, eine zw.eite f,(^> V) vorgeschrieben, so zeigt § 36, 3. Fall so- 
fort, welchen Werth y ausserhalb der beiden Flächen besitzt. Im 
Räume r > r wird er durch den ersten der beiden oben stehenden 
Ausdrücke gegeben; im Räume Kr, durch den zweiten (wenn 
man r mit r^ resp. r, , f mit f^ resp. f^ vertauscht). Im Räume 
r, <r<ro endlich hat man für v den Werth von F^, welcher 
sich auf den 3. Fall des § 36 bezieht, zu nehmen. Wie man 
in dem vorliegenden Falle, durch Differentiation von Va, F^ und K« 
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• 

lach der Normalen , auf je einer der beiden Flächen r = r^ und 
* = Ti , die Hassenbelegung derselben findet, deren Potential eine 
•olche Function v giebt, ersieht man aus § 23. Man vergl. § 37. 

Noch bleibt nachzuweisen, dass im Falle 2) dieses Paragraphen 
lie Constanten q und q gleich Null zu setzen sind. Im Falle eines 
verlängerten EUipsoides ist der Nachweis unmittelbar aus dem Aus- 
Irnck von Z selbst zu führen, da man in diesem Falle r= 1 
setzen darf. In den Punkten r = 1 , d. i. der Rotationsaxe, muss 
V und Z noch endlich bleiben, was nicht der Fall sein könnte, 

wenn die Functionen 0?^(r), welche für r = 1 unendlich werden, 

nicht ans dem Ausdruck (c) herausfallen, d. i. wenn die q und q in 

demselben nicht gleich Null gesetzt werden. Bei einem abgeplatteten 

Ellipsoid erhält aber r nie den Werth 1, sondern nimmt nur die 

Tein imagin&ren Werthe von bis tjc ein. 

Das Verschwinden der erwähnten Constanten folgt aber in 

diesem Falle aus der Bedingung, dass die Differentialquotienten 

Ton V nach jeder Richtung (hier genügen die zwei Richtungen dn 

und do), für alle Werthe, die r und annimmt, endlich bleiben 

tollen. Würden die Constanten q und q in (c) nicht Null sein, so 

Sy öy 

kv Orden in -^— und -^— resp. die Glieder vorkommen 

/-. (cose/; ^^ r^>_cos'e' ^"^'^^ dO ^IrKT, 



^r'— cos'Ö 

9*0 y die Werthe von o bis n und n von o bis oo annimmt. Ist 
rstens n — v gerade, so wird der erste Ausdruck in Punkten 

= 0, =.^ unendlich. Denn in diesem Falle enthält Plr^(cos0) 
»in von cosd unabhängiges, Glied wird also, durch cos^ dividirt, 

llr = ^ unendlich, während dQ^y^idr für r = von Null ver- 
schieden bleibt. Denn für die Q gilt eine ähnliche Gleichung wie 
lie I. 259 für die P abgeleitete (Z. 15 v. o. , in der man aber auf 

ler linken Seite 2.ya;' — 1 statt ^x^ — l setzen muss), nämlich 

-^»^^"^^^^ = (n + v+l)Q^;Ux) + (n-^v + l)Q^:Ux). 

Die rechte Seite wird für o; = nicht Null, da man hat (n — v ist 
gerade!) 
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l8t zweitens n — y ungerade, so setze man in den oben ange- 
gebenen Gliedern von dwdo fftr r und d resp. o und \n. Der 

Differentialquotient von p1"^(co8Ö) nach verseh windet nicht. 
Denn nach I. 259 erhält man für 6 = ^n 

und nach I. 207, da w— v — 1 gerade ist, 

Folglich ist der Differentialquotient gleich 

g^.^ 1.3...( f i + ») »l«3...(» i — y) 
r.3T5:7.(2^^) ' 

und wird mit Oir^(r) multiplicirt und durch cosö dividirt fllrr = 0, 
= \ny unendlich. 

Um die Gonvergenz der Reihe der Z, in welche v auf 
S. 120. entwickelt wurde, nachweisen zu können, beachte man 
erstens den einen Factor des y^^° Gliedes, das Aggregat 

{g^^^ eo&vtp + gt"^sin y »/OK*^(cos 0). 

Dieses besteht aus zwei ähnlich gebildeten Theilen; der eine ist 

2w + 1 /*" r^^ 

—r—J sin jyöj; / f(ji^ ft>)/^"^(cosy)cosycciöcci 



und bleibt kleiner als das Produkt von 2n-|-l mit dem grossten 
Werthe von f(ö, ?^) auf der Fläche r = r. Dasselbe gilt vom 
zweiten Theile des Aggregates. 

Der ungefähre Werth des zweiten Factors, welcher das eine 
Mal der Quotient zweier Kugelfunctionen erster Art, das andere 
Mal von solchen zweiter Art ist, lässt sich gleichfalls in einfacher 
Art angeben, wie wir hier zeigen. Setzt man die Werthe, welche 
man hier findet, ein, so ist sofort klar, dass die eine Reihe con- 
vergirt, wenn r < r, die andere, wenn r > r. 

Um den ungefähren Werth von P(r) : P(r) zu finden, geht man 
nunmehr von I. 258 (a) aus. Man findet daselbst 

yr'— 1 
Wir nehmen, des bequemeren Ausdrucks halber, an, dass r und r 
reell, also grösser als 1 seien, und fbhren für den Quotienten zweier 
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* 

FuDCtioneD P die Buchstaben q und q ein, indem wir setzen 

Aus der vorstehenden Recursionsformel folgt die Gleichung 

/ . IN 2(v-l)r , (w-y + l) 

yr'— 1 ^K 

und hieraus ergeben sich die beiden Recnrsionsformeln 

q. 



yr'-l 



^. . IN »• 2(v-l)r» (n-v + l) 
(« + 1» — 1 ) ^ (i„_i == - j-i, — u . h -^- 



Hau hat nun zunächst 



•?- = ^f=T 



also 

Hieraus folgen, mit Hfllfe der beiden Relationen zwischen qy und 
fr-i, zunächst ftlr ys n— 1 die Ungleichheiten 



dann aber, durch wiederholte Anwendung der beiden Recursions- 
formeln, dieselben Ungleichheiten für jedes v. Aus denselben ergiebt 
Bich unmittelbar 

r r r'-l p(;|,(r) ^ P<»)(r) r r r^-l pOO,(,) ' 
Berücksichtigt man, dass P^y\r) = (r*— 1)**, so wird daher 




2n— >' 



Pi"^(r) ^ r >* '^' r'-l >* 

Um schliesslich die Convergenz der Reihe zeigen zu können, 
deren allgemeines Glied Z^") ist, multiplicirt man das eben ge- 



] 
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wonnene Resultat mit demjenigen, welches sich oben für jedes Glied 

(gi"^ cos vxl} + g^y^ sin vyj)!^*^ (cos 0) 
ergeben hatte. Nach demselben ist das v^ von den n + 1 Gliedern 
von Z^"), die v« angehören, kleiner als (2«+l), multiplicirt mit dem 
doppelten grössten Werthe von f(0, \p) und ausserdem mit dem Ver- 
hältnisse I^:\r)'.F^:\x\ d. h. Z^"^ ist kleiner als 

■*(ä»+')(fr(/liF)' 

wenn fi jenen grössten Werth von f bezeichnet Für v = hat 
man aber die Hälfte zu nehmen. Daher ist 

Hieraus folgt, dass die Reihe der Z^") convergirt. 

Aehnliche Resultate erhält man ftlr die Z welche v« angehören 
und für den Fall eines imaginären r. 

§ 39. Die Methode des vorigen Paragraphen ist auch insofern. 
von Wichtigkeit, als sich durch dieselbe die grundlegende Entwioke- 
lung (7) von T in eine Reihe gleichfalls auffinden lässt Man konnte 
daher den umgekehrten Weg einschlagen, nämlich mit der Lösung 
der Aufgabe des § 38 beginnen, und mit dem Aufsuchen von T 
schliessen. 

Man nehme, um (7) nochmals, nämlich im Sinne dieser Methode, 
zu beweisen, wiederum an, es sei « < r und r > r. Die Function f 
genügt nicht nur der partiellen DiiTerentialgleichung (10) sondern 
auch der, welche aus ihr durch Vertauschung von r mit s, oder 
von \f) mit w oder mit yß — w, oder endlich von mit t] entsteht 
Entwickelt man T in eine Reihe von Kugelfunctionen Z(") in Bezug 
auf und ifj, so ist zunächst aus § 38, c klar, dass das v^ Glied 
in Z^") die Form haben muss 

[gyCOsv(tff - co)+ flvsin v(V; - C(;)]H"\cose)P?^(cosJ7)K"^(0(?t"^(r), 

wo g und g numerische Constante sind. Die letztere ist aber Null, 
da T seinen Werth nicht ändert, wenn man \f)^io mit io — fp ver- 
tauscht. Es bleibt nur noch übrig g zu bestimmen. Dazu setzt 
man dr und ds für r und s, wenn d einen beliebigen Factor be- 
zeichnet. Alsdann wird 

dT= Z ^'d^.K"Yco8e)/^;Yco8J7)Pl''^((J*)0t"^((Jr)co8v(i/;-ctf). 

n=sOr=0 
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UlsBt man d in's Unendliche wachsen, so wird die linke Seite 

-^ • (r* — 2rs cos y + «')- *, 

i^ährend auf der rechten dI^\ds)Q^y\dr) sich in **:r"^-^ verwandelt. 
Ks muss daher g so bestimmt werden, dass man hat 

i^"Ycosy) = A J'^„Pi"^(co8e)P?'^(co8i7)co8y(?/;-«). 

KMes giebt nach I. (52) für ^, in Uebereinstimmnng mit (7), die 
Cfleichnng 

§40. Wir suchen nun die Green'sche Function für das 
Rotationsellipsoid auf (M. vergl. §30, vorzugsweise den Schluss 
jenes Paragraphen). 

Der Pol (s, tj, w) liege erstens im äusseren Räume, so 
^ass s>x ist Man sucht also die Function G(a, x) von den 
Coordinaten r, 6, tp des Punktes Oa, wo r> r ist (da sich Oa mit 
dem Pole in demselben Theile des Raumes befinden soll), die sich 
in die Reciproke der Entfernung des Punktes 0« vom festen Pole 
(«, ff, w) verwandelt, wenn 0« auf die Begrenzung rückt (r = r). 

Diese Function G muss, da sie ein Flächenpotential in dem 
Räume ist, in welchem r > r bleibt, (§ 38, 1) die Form haben 

G(a,x) = £ £ (q^;^(io&ytp+ q^;'^&mvtp)P^y\cosO)Q^;\r). 

n=0>=0 

Sie muss sich ftlr r = r in T(a, Xo) verwandeln; diese Function giebt 
aber nach (7), da hier s grösser als r bleibt, eine Reihe, deren 
n^ Glied ist 

_^.^'(-l)»'al''^p(;)(cosö)lt^(cosj?)/^,"^(r)(?l^ 

iHe Vergleichung dieser Reihe mit der obigen für G(a, a?), wenn 
inan in letzterer r = r macht, liefert die Werthe der Gonstanten 
} und q. Setzt man diese in G(a, x) ein, so findet man als fertigen 
Ausdruck der Green'schen Function, für den Pol («,17,0), 
im Punkte (r, ö,i^), wo r>r und s>x ist, 

G(fl. ^) = y ii'(-l)''a.i'(cose)P(co8J?)P(r)(?(5)^cosKV^-ci>), 
Wenn den Buchstaben a, P, Q die oberen Indices n, die unteren p 
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gegeben werden. Dieselbe Abkürzung wenden wir auch im Fol- 
genden an, wenn ein Missverständnißs unmöglich ist 

Will man die in (6) auftretende Dichtigkeit %t aufsuchen, 
so hat man den Ausdruck T—G nach der äusseren Normalen (S. 106) 

dn = Aör(r'-cos'ö)i(r'-l)-* 

zu differentiiren , und dann r = r zu setzen (§ 29). Dieser Diffe- 
rentialquotient reducirt sich wesentlich, indem sich das zweite, aus 
G entstehende Glied gegen einen Theil des ersten, aus T hervor- 
gehenden, forthebt. Das in G vorkommende Glied P(f)Q{r) giebt 
nämlich, wenn die Differentiation nach r ausgeftlhrt ist, f&r r = r, 
nach S. 115, 

P(r)(?'(r) = - A^±^+o(r)/>'(r). 

Dadurch zerfällt das ganze erste Aggregat in zwei Theile; der, 
welcher aus dem obigen Gliede mit positivem Vorzeichen entsteht, 
hebt sich gegen —dTidn, und man findet als Resultat 



Xo.|/r*-l)/r'— cos'ö 
= i^^i'(-l)'anco8Ö)P(cosi7)|^cosKV-«). 



Nach (6) erhält man hieraus sofort das Potential v im Punkte 
(*,i;, ü>), wenn es in Punkten der Fläche (x^d,tp) gegeben, gleich 
f(0, \p) ist, indem man für das Flächenelement do das Produkt dei 
Normalen (S. 106) do.dp setzt; in Uebereinstimmung mit § 36, 1, 
findet man nämlich 

.jx-i)*'ö^(co8J7)^*^-y*y^^7(^^ 

^ '^ 

als Potential im Pole (s, ij, co). 

Ist zweitens der Pol («,ij, w) ein innerer Punkt («<r), 
so findet man aus den im ersten Falle gewonnenen Formeln die 
diesem zweiten Falle entsprechenden, wenn man die Buchstaben P 
und 0, welche sich auf r, s, x beziehen, in Q resp. P umändert, so 
dass mw z. B. erhält 

G(a,x) = |ii'(-l)''aP(co8Ö)P(co8J7)(?(r)P(*)^cosKV'-«> 
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Aach die Fanction r (§ 29, S. 92) läBst sich in ähnlicher Art 
>e8timmen. Ist der feste Pol (s, rj, w) ein äusserer, so hat T die- 
^Ibe allgemeine Form wie ohen G. Man ermittelt in derselben 
lie CoefiScienten q und q durch die Bedingung, dass der Differential- 
inotient von T—F nach r für r = r Null sein soll. Dadurch er- 
lält man zunächst 

hIXa,x,) = -55(-l/aP(cosd)P(cosi7)(?(r)(?(o|^cos<v'-cü) 

jnd wenn mail reducirt 

r(a,a?o)-T(a,a?o) 

Die Function y, deren Differentialquotient nach r an der Begren- 
zung gegeben, gleich f(ßy tp) ist, wird also (S. 94) im Punkte 
(s, Tj, (o) ausgedrückt durch 

n=0 471 

•-i'(-l)'aP(cosi7)^y y^^^'fCe, V')P(cosÖ)cosv(v/-<o)sin ddddip. 

§ 41. Es ist bisher nicht gelungen, solche Reihen wie die des 
§ 38 fbr Y, oder wie die des vorigen Paragraphen für G und Xß, etwa 
durch bestimmte Integrale oder ihre Umkehrung zu summiren, so 
lange r allgemein bleibt. Ich habe über diesen Gegenstand bereits 
im § 21 gehandelt, S. 58 und mehrfach auf die Analogie der hier 
vorkommenden Reihen mit der Reihe 

isino? f sin 3a; fsin5x 



siniy sin3ty sin 5t y 
iingewiesen, welche durch 



kK . 2Kx 

smam 



n n 

Uminirt wird, wenn K und k aus y durch die Gleichung yK = \nK' 
»estimmt werden, d. i. wo man q gleich er^J zu setzen hat In 
lern Grenzfalle, wenn nämlich die kleinere Axe eines abgeplatteten 
t^llipBoides Null wird (je = 0), das Ellipsoid also in einen Kreis 

• 

übergeht, lassen sich indessen derartige Summationen ausführen. 

Wir beschäftigen uns hier mit einem solchen Falle, und zwar 
Xiit der Reduction der Formel des §38, suchen also das Po- 
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tential eines mit Masse belegten Kreises in dem Punkte 
ausserhalb desselben aaf, wenn es in allen Pnnkten O der 
Kreisfläche gegeben (gleich f(fiy ^)) ist 

Nach der im § 32 gewählten Beieichnong ist der Radios des 
Kreises ^; sein Mittelpunkt ist der Anfangspnnkt unseres recht- 
winkligen CoordinatensTstems, seine Ebene die Ebene YZ. Um 
die Formeln ein wenig zn Tereinfachen, ändern wir die Längen- 
einheit, indem wir den Radius ^ gleich 1 setzen; der Werth, wel- 
chen wir nunmehr f&r das Potential im Punkte \x,fij%\ finden, ist 
daher derselbe, welchen das Potential, ehe die Einheit geändert 
war. im Punkte [1^, ^y, 1^] besass. Die rechtwinkligen Coördinaten 
eines Punktes O im Räume sind nunmehr * 



die eines Punktes der Kreisfläche 

a = 0. 6 = sini/cosoiy c ^sini/sino». 

Da 1} sämmtliche Werthe von bis n durchläuft, so wird jeder 
Punkt des Kreises zweimal erhalten, einmal als Grenze von Punkten 
auf der posidren Seite des Kreises, einmal tou solchen auf der 
negatiTen Seite; denn den Coördinaten i; entsprechen dieselben h 
und e wie den Coördinaten n — 17. 

Nach § 3S ist das gesuchte Potential im Punkte 

T=/ sini/öjy/ f(fj,w)Sd(i}, 
\i 

wenn gesetzt wird (wie oben ^~-a» = f) und) 



S = 



(». 



«=o 



^" ^ ^4^^ ^'(- 1)' oP(eo8Ö)P(co8ij) ^^ cosvy. 

Die Attsftthrong der Summation gelingt in Folge des Umstandes, 

dass *) statt des Bracbes 1 : Q'^\0) die Function 0^'ii(0) in den 
Zähler eingef&hrt, and diese wiederum durch den Diflferential- 

qnotienten von Q'^\a) nach a ersetzt wurde. Man hat nämlich 
TM. vergL I, (38)) 

" Monatsbericht der K. Akademie der Wiasensch. zu Berlin. 1854, S. 566. 
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inroraos sich anmittelbar ergiebt 

Temer hat man eine Gleichung, welche der Gleich, (d) in I. 259, 
4ie sich auf die P bezieht, entspricht: 

Aas ihr folgt t&x x = ia und «t 's 

(•f + *+l)(?:+,(0) = --^^^ für = 0. 

Hierdurch verwandelt sieh S^") in den Differentialqaotienten nach 
« fbr o = des folgenden Ausdrucks: 

©<-> = i' (Ir+lW' /t'(co8Ö)P<"'(cos,)(>t">(ie)0t">(ia)co8yg). 

Ich zeige, dass die Summation sich ausfuhren lässt und dass man 
findet (M. vergl. § 33, S. 103) 



oo 



1_ /** 



2 @^"> 




4^ »^^ ^(j+costiii/^Vl |/(j'+l-[co8ÖcosJ7-f-8inÖftinJ7C08(9-f-tM)] 

Mao hat nämlich nach I. 231 , (39, a), wenn x irgend einen Bogen 
Z'^vischen und \f9^ bezeichnet, \ff^ zwischen und n liegt und zwar nach 
1« 169 durch die Gleichung 

Q 

l^esümmt wird, 

cosivud u _ _ 2. //(n-fO^C'*":^) /)(«)/• \ 

[f^+icc»s(tii-;f) Ye~''+i]"-*"' "~ /7«~1.3...(2fi+l) ^•^>''''''*^- 

Diese Gleichung multiplicire man mit 

(cpsx.]V+l-a)''öx 

imd integrire von bis arccotga. Da a eine nicht negative Grösse ist, welche 
weiter unten gleich Null gesetzt wird, so hieiht % ^^^^^ i^> ^^^^ sicher unter 
ip^. Nach I. 224 ist 



man hat daher 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Anfl. 9 



or 
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J_^ -{ [v + 1 cos(tu - x). y^M^]-+» 

Nach I. 339 verwandelt sich die linke Seite dieser Gleichung in 



-X 



Indem man den Werth für das Produkt der beiden Functionen Q in @(") ein- 
setzt, entsteht 



@C 



= - 2«+iy*-^^,j^^^_^^^ y^ 



X P* (cos cosij -{- sind sin ficos(q> -{- tu)) du. 

Nach I. 78 (M. vergl. auch 11. 103) erhalt man sofort fBr die Summe der @ 
das oben angegebene Integral. 

Dieses Integral lässt sich ausfthren und giebt keine höhere 

Transcendente als arctang. Man findet seinen Werth 1. 171 (erster 

Fall). Da aber S, d. i. der Werth seines Differentialqnotienten nach 

er fbr er = aufzusuchen ist, so ist es bequemer, vor der Ausführung 

der Integration nach a zu differentiiren. Dadurch erhält man 

s=.-^r *? =_. 

Ueber diese Art von Integralen wurde im I. Bde ausfbhrlich 
gehandelt Man setze die Entfernung des Punktes mit den Coor- 
dinaten x, y, s von einem Punkte [0, 6, c] der S^reisflftche wiederum 
gleich R, hat also 

^•+(»-6)'+(»-0' = «• = e'+sin'jy+sin'Ö 
— 2}^ß'+l 8inij8inöco8(i^--a>). 
Alsdann findet man aus der vorigen Gleichung f&r S zunächst 

**^ •{_^ (cosijcosö— costii.jÄ'+cos'jycos'ö)' 

Zunächst hat man nämlich (M. vergl. I. 169) xu setzen 

A = cosijcosO, 
B = sinjysinöcosqp— J^^*-[-l, 
C = — siniysinOsinqp. 
Dann erhalt man (S. 170) 

s = _?_ r du 
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gesetzt ist 

a = cosijcosd^ bcostfj = B, 

b = ^R^+a% bsinf/ß = C, 

I 6 die positive Wund vorstellt. Um den kritischen Winkel tff^ zu finden 

166 — 167), hat man j^a' — 6' ein solches Zeichen zu gehen, dass diese 
iginäre Grösse negativ wird, also zu setzen * 

n wird tf;^ zwischen und n so bestimmt, dass 



II 



— fl + tÄ , ... ^ 

= ^cost^^+tsint/Zo) 



Da der Modulus der linken Seite 1 wird, so hat man er = 1. 

Es sei a positiv. Dann wird cosi^^ ebenso wie cost^ negativ; tp^ und 
OSO entweder t^ oder — xff liegen daher im zweiten Quadranten. Zugleich 
iebt sich für tp ein Werth, der absolut grösser ab t^^ wird, indem man hat 

B absolut über a liegt. In der That hat man 

]^^'+l > sinjysin0cos^-|-co8i}cos0, 

Q> und nur im Grenzfall gleich Null ist, während die rechte Seite 
hstens 1 sein kann. 

Wenn a negativ ist, so wird cosi^^ positiv, so dass t^^ im ersten 
idranten liegt, also jedenfalls kleiner als t^ ist. Nach dem VI. Satz an der 
rähnten Stelle (S. 167) kann man tp mit n vertauschen, ohne den Werth des 
E^graLs zu ändern, und man hat in der That, wie oben ang^eben wurde, 

"" 4n*J (a— fccostii)' 

90 

Aus 1. 163 (erster Fall) findet man, durch Differentiation nach a, 
mn a und ß positive Grössen bezeichnen 

* du _ _2 /"i g , V^^\ 

(a+ßüOBiny " ß'^a'V^'^Y^^*^^^^^^~ii~J' 

7 3 ^^vT = 31 — lU — j arctang — h , > 

) der arc zwischen und ^tt zu nehmen ist, hat also für das 
tegral S je nachdem cos cos i; positiv oder negativ ist, die erste 
er die zweite Form zu nehmen. Wir denken uns die Axe der X 
gewählt, dass auf der positiven (nördlichen) Seite des Kreises 
gt, so dass 0<i\n ist. Ferner theilt man das Integral f&r v 
. 128) in eines von i; = bis \n und eines von \n bis n^ bringt 
49 letztere durch die Substitution n — rj^xti auf die Grenzen 

9* 



4 
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und ^71. Dann findet man al8 Lösung der Aufgabe dieses 
Paragraphen 

+ . /"l,a,/''Msi)±Ä«_-l.,»JL 


^ /' e08J7C08Ö ^ CO8I7CO80\^ 
\ fi ^""^ ^^^ Ä J 

Wiederholt wird, dass der arecotg zwischen und i^r ge- 
nommen wird, der Radius des Kreises gleich 1 ist, der Pnnkt 
(0, Tj, io) = [0, by c\ dem Kreise, (gy dy xfi) = (x, y, s) dem Baume an- 
gehört in welchem 0<:\n ist, und A die Entfernung der Punkte 
[x, y, z] und [0, 6, c] bezeichnet. 

Wir haben hier den allgemeinen Fall behandelt, in welchem 
die Grenze von y aufgesucht wird, während das Ellipsoid sich 
einem Kreise nähert, und so die Belegung des Kreises als Doppel- 
belegung gedacht die auf der negativen Seite des Kreises eine 
andere als auf der positiven sein kann. Die Assimilirung der Auf- 
gabe über das Potential einer mit Masse von geringer Höhe be- 
legten Kreisscheibe mit einer mathematischen, f&hrt auf die Auf- 
gabe dieses Paragraphen, wenn f(n — ti,w) gleich ({rj^fo) gesetzt 
wird. In diesem Falle vereinfacht sich die obige Formel zu 

(11)... V = ^ J Bmrjdf]/ f(f], fti) 



n 

u u 



vV^ . C0S17C08Ö ^ C0SI7C08d\ dcil 

X(^l + ^ - arctang L j_ . 

Ein zweiter Fall, wenn man nämlich den Kreis auf der posi- 
tiven Seite willkürlich mit Masse belegt, auf der negativen mit 
einer solchen von gleicher aber entgegengesetzter Dichtigkeit, f&hrt 
auf eine elektrodynamische Aufgabe — wenigstens wenn man der 
Masse auf derselben Seite des Kreises aberall gleiche Dichtigkeit 
giebt — nämlich auf die Aufgabe Ober die Wirkung eines linearen 
Kreisstroms. Da dann f(fi9to)-\-f(n — fi,w) Null ist, so erhält man 

§ 42. In der erwähnten Abhandlung v. J. 1854 habe ich den 
Ausdruck (11) ftlr v unter der Annahme, dass f von w unabhängig. 
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d. h. nur eine Function f(ri) der Entfernung des Punktes [0, b^c] 
vom Mittelpunkte des Kreises sei, noch weiter umgestaltet. In 
diesem Falle tritt ({rj) vor das Integral nach io, und dieses lässt 

sieh in ein elliptisches erster und zweiter Gattung umwandeln. 
Die nach oi zu integrirende Function in (11) kann man dann 

(offenbar) durch 



_J__ . o«r _*!__ 
Ä«4a' '^^J (fi' + ti')' 





ausdrücken, wenn man a = cos cos i; setzt Wegen der bekannten 
deichungen 

/*« dq> __ 2n n^ dg> _ 2an 

"o^ftcosy "" ya^'—b^ ' % (a — ftcosg))' "" Q/ö'^TF)' 

^rd daher, mit Berücksichtigung dos Ausdrucks 

Ä* = ß*+sin'i7 + »iü'Ö — 2y'ß'+isinjy8inÖcos(t// — ctf) 

das nach w zwischen und 2/1 zu nehmende Integral in (11) 

2n 

ß'+l— sin*ijsin'ö 
• /-« (tt* + e* + sin * f] + sin* d)du 

Nun ist, wenn y und d Constante bezeichnen, 

r ( 2M' + y+d)dt i M 

■^ dV yu^:^fu'T'd ^ ^^^ ^• + (j(»/u' + y)" 
führt man noch für u eine neue Veränderliche X durch die Gleichung 

ein, und setzt 

y 

80 wird die rechte Seite 

Indem wir y und d die geeigneten Werthe geben, deren geometrische 
Bedeutung man sofort erkennen wird, erhalten wir das Resultat: 
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Setzt man 



= (}Y+ i-co8(«7 + ey)iY^' +1 + cos(v - d)), 

= (f^'+i + cob(ij + ö))(»/^ +1- eoB(i7 - Ö)), 
. = __l5 , • 

L« _ 4j^ß' + i8inJ7Bmö 

Y 

(wo Ä* = (y— <J):y unter 1 liegt, da d positiv und <y), so wird 

das Potential der mit Masse belegten Kreisfläche, welches sieh im 
Punkte (0, ij, w) in f(f]) verwandelt, 

^ ^^ L y^'+l+sinjysinÖ 

Im 4. Bd. des Liouville'scben Journals 1839 hat Lam^ Air 
die ungleichaxigeu Ellipsoide eine Aufgabe aus der Wärmetheorie ^) 
gelöst, welche mit der im § 36 behandelten tibereinstimmt: das 
Potential v der Flächenbelegung, wenn es an der Oberfläche ge- 
geben ist, für den inneren Raum zu finden. Auf diese Abhand- 
lung, aus deren reichem Inhalte bereits im I. Bd. Manches mit- 
getheilt wurde, und auf den wir im folgenden Kapitel zurückkommen, 
liess er in demselben Bande eine zweite folgen^*), in welcher er 
zeigt, wie die allgemeine Methode sich für den speeiellen Fall des 
Rotationsellipsoides gestaltet, wie die im allgemeinen Falle auf- 
tretenden Produkte der Functionen £ sich in Produkte aus trigo- 
nometrischen Grössen mit fertig gebildeten endlichen Reihen ver- 
wandeln. Somit ist die erste Lösung dieser Aufgabe auch für die 
Rotationsellipsoide von Lam^ geliefert 

In meiner Inaugural- Dissertation (April 1842)***), darauf in 
einer deutschen Umarbeitung derselben aus dem Sommer desselben 

*) Sur I*equilibre des Temperaturen dans an clliiMoide ä trois axes indgaux; 
p. 1-26— 163. 

**) Sur requilibre des Temperaturen dans lea coqts solides honiogCDes de forme 
cllipsoidale concemant particulierenient les elUpsoides de revolution p. 351 — 385. 
^*) De aequationibus nonnullis differentialibus p. 1 — 20. 
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Jahres, gedruckt im 26. Bd. des Crelle'scIieD Journals *) (1843) habe 
ich dieselbe Aufgabe für das Rotationsellipsoid nach der Methode 
des §38 behandelt, und gezeigt, dass die vorerwähnten bei Lama 
aaftretenden endlichen Reihen nichts anderes sind als die Kugel- 

functionen f^^K Dadurch war es möglich, die bei Lama im Nenner 
Yorkommeuden Integrale auszuführen und durch die ihnen gleichen 
numerischen Werthe zu ersetzen, so dass ich der Lösung der Auf- 
gabe die einfache Form geben konnte, deren man sich jetzt bedient 
und welche man oben (S. 120) findet. Zu derselben Form gelangt 
JLamö in seinem Viel später erschienenen Werk **). Liouville be- 
merkt in seiner Arbeit aus dem Jahre 1846, im 11. Bde seines 
•Journals p. 217—236 u. 261—290, gleichfalls dass die betreflfenden 

Functionen die f^m sind. Dieselbe Aufgabe fllr den äusseren Raum 
babe ich in den erwähnten Arbeiten durch Einführung der Kugel- 
'functionen zweiter Art und ihrer Zugeordneten zuerst gelöst. 

Herr F. Neu mann (Königsberg) hat die Lösung der beiden 
Aufgaben, der Aufgabe flir den inneren und fllr den äusseren Raum, 
T)enutzt***) um, wie im § 39, T nach Kugelfunctionen zu entwickeln; 
<r hat femer gezeigt, dass man im Falle 2) des § 38 den Beweis 
für das Verschwinden der Constanteu q und q fUhren könne, indem 
man die Endlichkeit der Differentialquotienten von v berücksichtigt. 
In allen Arbeiten, die bisher erwähnt wurden, wird die Methode 
des § 38, die Integration einer partiellen Differentialgleichung zu 
Grunde gelegt; die Entwickelung von T im § 32 habe ich im 
42. Bde des Grelle 'scheu Journals bei einer allgemeineren Unter- 
suchung kurz mitgetheilt f); der § 33 giebt ein bei manchen Unter- 
suchungen vortheilhafteres Verfahren an. 

Die Aufgabe der Kreisscheibe habe ich, wie oben angegeben 
Wurde, im Monatsbericht der Berl. Akad. v. 1854, S. 564—572 ge- 
löst; in einer Zwischenrechuuug, die dort S. 568 nur beschrieben, 
nicht ausgeflihrt wurde, einer Summatiou, — hier ist sie S. 129—130, 
in kleinerem Drucke, ausgeführt — kam aber ein Rechenfehler 

*) Ueber einige Aufgaben, welche auf partielle Differentialgleichungen fuhren. 
S. 185-21G. 

*♦) Sur les fonctions inverses, 1857. 

*^*) Entwickelung der in elliptischen Coordinaten ausgedrückten reciproken Ent- 
fernung etc. Grelle, J. f. M. 1848 ßd. 37, S. 21—50; datirt August 1847. 
t) Theorie der Anziehung eines Ellipsoids, S. 70—82. 
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vor, der zwar nicht die wesentliche Fonn des Resultates (11) im 
§ 41 veränderte, aber eine Unrichtigkeit in dem Aasdruck Ar y im 
§ 41 verursachte, die jedoch im Falle des § 42, in dem f(ti, w) von 
(0 unabhängig wird, ohne Folgen' bleibt, so dass die dort S. 570 u. f. 
gegebenen Entwickelungen und Resultate keiner Modifikation be- 
dfirfen. Herr Lipschitz hatte bemerkt, dass meine Elndformel 
fbr V unrichtig sei, indem er mein Resultat nach Diriohlet's Me- 
thode*) verificiren wollte, gab mir durch eine freundliche Mittheilung 
hiervon Nachricht und dadurch Gelegenheit den Fehler zu ver- 
bessern, der in der 1. Auflage des Handbuchs (1861) berichtigt ist 
Herr Lipschitz selbst hat aber**) die richtige Formel mitgetheilt, 
die er fand, indem er die Summation durch ein Doppelintegral aus- 
führte, dessen Werth er für eine besondere Lage des Punkte 
bestimmt. Er erräth darauf den Werth des Integrals in dem all- 
gemeinen Falle, und beweist die Richtigkeit des Resultates durch 
eine Verifikation. 



Drittes KapiteL 

Das dreiaxige EUipsoid. 

§ 43. In diesem Kapitel werden für das Ellipsoid mit drei 
ungleichen Axen unter den Aufgaben, deren Lösung mau in den 
beiden vorigen Kapiteln fär die Kugel und das Rotationsellipsoid 
findet, diejenigen behandelt, welche man insofern die wichtigsten 
nennen kann, weil die übrigen ihre Lösung aus ihnen durch die- 
selben Methoden finden, welche in den früheren Fällen angewandt 
wurden. 

Die Bezeichnung entspricht der I. 352 eingeführten; ich setze 
(Ob) 

X = ^cosd, a = acosjy, 

y = ]/^j*^6'siuÖco8i^, b = }^a'— 6*sini/co8fti, 
j5 = }/p' — c'sin sin \ff, c = j^a* — c' sin jy sin w, 

*) Crelle, J. f. M. Bd. 32 S. 80— 84; Sar un moyen göndral de vörifier 
rcxprcssion du potcntiel rclatif u unc mosse quclconquc, homogene ou h^t^rogcne. 
**) Beiträge zur Theorie der Verthcilung der ötatischen und der dynamischen 
Elektricität in leitenden Köqiem, Borchardt, J. f. M. Bd. 58, S. 1—53; 1861. 



§ 43, 11. Dreiaxiges Ellipsoid. 137 

und entwickele T, wie*) im §32, nach Kugelfunctionen 
▼on nnd tp. 

Dazu dient die Fonnel 

dv 



2nT 



/»TT 



[x + tycosv + wsiut;)— (a + tbcoaf; + «csiut;) ' 

bei deren Anwendung (r~a positiv vorauszusetzen ist; ich benutze 
bei den Elntwickelungen die folgende abküi*zende Bezeichnung, die 
ifl dem schliesslichen Resultate § 44, Gleich. (12) wegfällt: 

% = (^ft'cos'v + c'sin't;, 

}fQ* — 6* cos V = T ^r* — i cos C, Vo* — 6* cos v = t j^*'~-1 cos^, 
|/^*— c* sin t; = t }^r*^l sin 5, }/ä^c' sini^ = ir|^— 1 sini, 

a = reosö + tj^r'— lsinöcos(t// — 5)» 
/? = «cosjy + fY**— lsinj7C0s(w— D. 

'-^^urch verwandelt sich die Gleichung für T in die folgende: 






^^sst man v von bis 2n wachsen, so nehmen ^ und $ mit v zu- 
gleich die Werthe 0^ \n, n, ^n und 2n an. Sind v, ^, $ zusammen- 
gehörige Werthe, so werden zu n — v, n-^v, in—v die Bogen 
^^— fc ^+& 2fi— 5, resp. TT— & ^+& 271— f, zu allen diesen Bogen 
^ber dieselben r und s, bei festgehaltenem ^ und Oy gehören. 

Den Ausdruck (a—ß)'^ entwickelt man, vermittelst I, (11) nach 
kugelfunctionen erster Art von ß. Vorausgesetzt wird hier, 
^8 sei Q>a, bei der Ableitung des Resultates allerdings noch 
^^ehr, nämlich es sei ^ gross genug, damit die fbr solche Entwicke- 
liing erforderliche Ungleichheit 

erftült sei. Man findet alsdann fbr T eine Reihe von Kugelfunctionen 

r = i a:<">, a<"> = ^^ /'V>oj)(?«(a)-^. 





ÜA handelt sich zunächst darum, den Ausdruck, welcher mit dt; 
^nultiplicirt ist, zu transformiren. 



^ Statt der dort vorkommenden Coordinaten a, 6, « treten hier a, b, c auf 
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Die Transformation erfolgt, indem maa P'>(ß) xmd Q^'^a) 
einzeln, wie S. lÜO, durch die Additionstheoreme entwickelt Man hat 

l^"(ß) = i'ar>A<">(co8i7)/<"'(.)co8t(w-ö, 

1=0 

(2«+l)(?'-'(a) = -2 J(-l)'P!:"'(coBÖ)(?ir'(r)eo8i.(^-0. 
HierauB folgt 

j'-> = 1 Ü(-l)''a<"^Pf"'(co8i7)l^/'(co8Ö)[t,x], 

TW tz^OM—» 

wenn man, nur in diesem Paragraphen, setzt 

u 

In diesen Ausdruck führen wir statt s, ^, r, K nunmehr die Co- 
ordinateu q, o, v ein. Dies geschieht unten in No. 1 — 4. Bei der 
Umformung lassen wir, zur Bequemlichkeit, den oberen Index der 
überall n ist, fort. 

1) Die endliche Reihe, auf welche sich der Summationsindex i 
bezieht, wird nach I. 321, (54, d) umgestaltet. Man erhält nach 
dieser Formel 

«/N / tx 2"-*/7(»H-i)/7(ii-0 ^ 
/>.Wcos.(c.-f)= - --\^^ ix 

(« -f fV — 1 cos$co8x+ |V— 1 sinf sinx)"C08i(öi— x)^ 
und wenn man a und v statt s und ^ einfuhrt, 

F.(x)c.usi(ai-Ö = nn(2n)%^ J *^c^»*(*^-^)^' 

'^ ü 

wo zur Abkürzung gesetzt ist 



Ä = a+ |V — 6'cosrcosx-|- i'a* — c'sinwsinx- 

Der transformirte Ausdruck, abgesehen von dem Factor t", Iftsst 
sich demnach in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen vo: 
V fortschreitende Reihe entwickeln, welche mit dem n-fachen voi 
i; schliesst. 

2) Die in % auftretende Summe nach x zerfalle man in 
Theile, nämlich in die Summe von bis n und die Summe vo: 
n\\ bis x/-, die letztere ist aber Null. Dies kann man 
der Symmetrie von T in Bezug auf und 17 schliessen, aber direc^t 
auf folgende Art nachweisen: 
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Man hat I. 212 
wo die Function Q nach I. 217 durch 

ausgedrückt wird, also hier, wo x>n genommen wird, auf eine 
endliche hypergeometrische Reihe fllhrt. Bei der Einführung von 
e und V statt r und ^ beachte man die Identität 

Cr'-l)-»«(eo8xC±i8inxO = -7==- - ^^,-.-, . --• 

(yp'— ö'cosv+t y^—c" Sin v)* 

Es verwandelt sich dann 

'a <las Produkt von drei Factoren; der erste ist t'''^\ der zweite 

(|/ß'~ 6' co8i;-"Pf J^ß' — c' sini;)-'^*-'— \ 
dö«- dritte eine endliche hypergeometrische Reihe, welche nach 

geraden Potenzen von aufsteigt und keine höhere Potenz hier- 

^^>Ki als die x - w — l*'' enthält. Nach Cosinus der Vielfachen von v 
?^ordnet wird also dieser dritte Factor kein höheres Vielfaches als 
*^^* » — f# — 1 ^ enthalten. 
Setzt man 

*^ dass l eine positive Zahl ist, so wird 

öie — jc** Potenz dieses Ausdrucks lässt sich daher nach dem bino- 
mischen Lehrsatz in eine Fourier*sche Reihe entwickeln, welche 
^ein niedrigeres Vielfaches von v als das x-fache enthält. Da x > w, 
^o giebt also das Produkt des zweiten mit dem dritten Factor eine 
trigonometrische Reihe, die kein niedrigeres Vielfaches von v als 
Uas «+1** enthält 

Der Theil von [i, x] welcher hier, in No. 2, betrachtet wird, 
l^eBteht also aus dem Integral nach t; von bis 2n eines Produktes, 
ftessen einer Factor, abgesehen von einer Potenz von q und an- 
deren Constanten in Bezug auf v, den reellen und den mit t multi- 
plicirten Theil der eben erwähnten Reihe linear enthält, dessen an- 
derer Factor die Reihe unter No. 1 ist Der eine enthält den Co- 
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»inus und Sinus keines höheren als des n^*"" Vielfachen von v, der 
andere nur höhere Vielfache. Das Integral ist also Null, und um 
% zu finden ist es hinreichend, wenn man die Summation 
nach X von nur bis n ausdehnt. 

3) Es bleibt noch übrig, die Umformung von 

O„(r)cosx(i^ — 5) 

vorzunehmen so lange x<,n+h Ist ^<.in, so kann man dies 
Glied nach I, (39, a) in 

1.3...(2w + l)ilii /•* cosx(tti — v;)aii 

*■ n(n + K)n(n''K)J^ [r+co8(tii-ö|/p^]»+» 

verwandeln; also hat man, so lange v<.^n ist, die Gleichung 

COSx(ttt — ^)Öll 



<'-«-"(*-0 = *4ti;|^-/' 



wo zur Abkürzung gesetzt ist 

A = Q-{- ^Q*—b^ cos^^costti + ^r^ — c* sinv^sintti. 

4) Aus den Bemerkungen über die Veränderungen! welche § 
beim Wachsen von t; erleidet (S. 137, am Eingang dieses Eapitela^^), 
ist klar, dass 

wenn statt v der Reihe nach n—v, n-^v, 2n—v gesetzt vri i d , 

denselben absoluten Werth behält, aber mit resp. aoBin, cob tn, 1 

zu multipliciren ist. Entwickelt man diesen Ausdruck in eine t~ ri- 

gonometrische Reihe 

<^a,„cosmt; -{- ^„(Sinmt;, 
so ist daher 

4 /•*" 

Ol» = — / »"P.COcosi^cosmvöt;, 



U 



wenn i und m gleichartig sind, d. i. wenn tn^-i eine gerade Tji^mW 
ist, sonst Null. Femer ist jedes h gleich Null. 

Aehnliches gilt von T"Pt(«)sin^$, so dass man findet: Wlnf 
T'*P((«)cosi(co— D in eine trigonometrische Reihe in Bezug auf i' 
entwickelt, so ist diese 

cosiai^amCOsmi;-4- sinioi^bmSinmi;, 

wenn m nur solche Werthe ertheilt werden, die mit i gleiGhar% 
sind, und wenn gesetzt wird 

«;„ = — / T*P»(*)co8i5cosmt;öt;, 6^= / T*P»(«)sintfsinmvÄ;. 



i] 
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3lbe Verfahren zeigt, dass man eine Entwickelung erhält 

gesetzt wird 

4 /•♦" 

Cto = — / T~*"~*Q,f(r)co8x^co8mv9i;, 



4 f^^ 

ßm = — / T~"~*0»(r)8inx58inmi;öi;, 



lie Snmmation sich über alle mit x gleichartigen m erstreckt, 
^aeh diesen Umformungen erhält man endlich, wenn i und x 
lartig sind 

[t, x] = nGositocosxtp £*a,nCim + nsiBi(0Bmxip 2 bmßmf 

»1=0 wn=0 

ie Summation sich über alle mit i und x gleichartigen m be- 
Sind aber i und x ungleichartig, so ist [i, x] = 0. 

f 44. Der vorstehende Ausdruck fllr [i, x] ist in £ einzusetzen, 
erschaffl; sofort die gesuchte Entwickelung. Indem man Buch- 
Q U, Wf u, u> einführt, um gewisse Functionen von q und <f, 
16 wesentlich die am Schluss des § 43 auftretenden Coefticienten 
a, ß sind, zu bezeichnen, findet man folgendes Resultat 
Untersuchung im §43: Man setze 

A = Q-\- ^Q^—h^ cosvcosttt + ^Q^—c^ sinvsintM, 

B = (j-f-}^a'— 6' cost;cosx+ |^a'— c* sinosin^^ 



UJI^'Xq) = - y"*"cosmvöfy 



costxtidt« 



^«+1 



-00 






O —00 



*0 

tpl'"^(a) =z - ^ I Binmvdu/ B^nmixdxy 







(-) _ J[1.3^K..(2n-l)]' 
'*' JI(«"+x)/Z(«-xy "' 

ann wird die Entwickelung von T nach Kugelfunc- 
jn von ö und xp, die zugleich Kugelfunctionen von tj 
w sind, durch die Gleichungen gefunden 
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(12)... T=i- = j3:("), S(-) = -§!L+l(g4.^ 

@= ^ (-1)'o1"'PS'>(C08 ö)8in *l^^ /^"> (C081j)8ill u» ^ «?'^(e)fp{'"'(<T), 

x=l *=1 m=l 

wenn die Summationen zuerst über alle geraden i, x, m, dann über 
alle ungeraden ausgeführt werden, so dass 6 und eben so @ in 
die Summe von zwei, also Z^'*^ von vier Aggregaten zerfällt. Das 
eine enthält Kugelfunotioneu 

Px(00SÖ)C08Xlp 

mit geraden, das andere mit ungeraden x, das dritte 

P,f(co8Ö)sinjcT/; • 

mit geraden, das vierte mit ungeraden x. 

Ebenso wie in Bezug auf 6 und tp verhält sich £<"*> in Bezug 
auf 17 und w; dagegen tritt q in einer anderen Art auf als a. Die 
Functionen W und w, in welchen a vorkommt, also auch £("\ sind 
nämlich offenbar ganze Functionen n**° Grades von a, ]fa*—b*j 
j^a'— ^. Die W und w enthalten überhaupt (offenbar) keine ir- 
rationale Zahl ausser ganzen Potenzen dieser drei Grössen, und 
3;^") ist sogar eine ganze Function n^ Grades der recht- 
winkligen Goordinaten a, b, c des inneren Punktes. Da- 
gegen sind die U^*\ ii(*^ und daher 3;<"> von q transcendente Func- 
tionen; sie enthalten nämlich ein elliptisches Integral dieser Ver- 
änderlichen, und zwar nur von der ersten und zweiten, nicht aber 
der dritten Gattung. Z. B. findet man 



im 





7fta> 



ds 



-.» (p+ 1^^'~** cosücosfu + y'ß'—c" sinvsint» 



=r 



Q 



j/,«-6«|V_c' 



Ich zeige nun, wie man P(*> und ti("> für jedes n, und 
dadurch zugleich, wie man %^*^ in die Form A-\'BJ bringen 
kann, wo J ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung 
ist, A und B rationale Functionen von q, V^*— 6', io^—c* sind. 

Alle Operationen zur Ermittelung von A, B, und der 
Function, deren Integral J ist, lassen sich vollständig 
ausführen. 
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Da man offenbar hat (§ 43, S. 137) 

ßT = a + ftcosf+fcsin^, . 
ao ist P^*^(/J), als ganze Function n*«" Grades von /?, auch eine 
solche von a, b, c von der Form 

yv^o p, q, i ganze Zahlen bezeichnen, und C eine Constante in Bezug 
Auf a, b, c, die ausser t; nur noch $ enthält Setzt man diese 
endliche Reihe in den Ausdruck fUr £ auf S. 137 ein, so verwan- 
delt er sich in 

dv 



-?|i^ ScfD" c'/*"cQ('Ka) 





d. i. in eine ganze Function n*«° Grades von a, b, c. 

Ich lasse hier die Werthe sämmtlicher von verschiedenen 
fV und to für n = 0, 1 und 2 folgen: 

». = 1; Wl=a, W\=^Yä^% ir;=i}/?=?. 

#, = 2; Wl = K6^-6'-0, Wl = Wl=i{c'~b'), W] = ^2a^-c'), 

Man berechnet die W und w für jeden gegebenen Werth von n, 
indem man die n^ Potenz von B nach dem trinomischen Lehrsatz 
entwickelt; die Integrale, welche dann auszuführen bleiben, lassen 
«eh sftmmtlich in solche von der Form (p^n) 

zerlegen. Soviel über die Integrale W und to. 

Die Doppelintegrale ü und u bringt man auf die Form der 
elliptischen Integrale, indem man zunächst die inneren Integrale 
transformirt, welche den Integrationsbuchstaben t; enthalten. Des 
einfacheren Ausdrucks wegen behandle ich hier einen bestimmten 
Fall, und wähle dazu die Function V mit einem geraden Index x, 
folglich auch einem geraden Index m. Führt man statt der trigo- 
nometrischen Functionen von tu die Exponentialgrössen ein und setzt 

p = yp'— 6* cosv— typ'— c* sinv, 
q = i/ß»— b« cosv + ty^'— c* sinv, 
so findet man 

'•cOSfJtflÖM ^. /•* c(-*-^-*)«Ötl . _ /** ß("-»->-*>öl| 






(p-f-2pc«H-ge2'*)"+* ' J (7+2^c"+pe'^)"+* 



— la ^00 •—•00 
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Berücksichtigt man, das» p und q, wenn man t mit — t vertauscht, 
in q und p übergeben, und führt statt u die Veränderliche s = log« 
ein, 80 wird die rechte Seite der reelle Theil von 2*""(n — x, ii), 
wenn wir setzen 



ß. H) =/ 



Ganz bekannte Recnreionsiormeln geben den Werth von (il, n) ans — . 
gedruckt durch (0,0); man hat nämlich die Gleichungen 

(o,«)=i--.^p.--t^-;,(o,«-i), 

wenn, wie im vorigen Paragraphen, 

T* = 6'co8'i; + r^sin*!; 

gesetzt wird und in der letzten von den drei vorhergehenci^ ^j 
Formeln il > 1 ist 

Das Integral (0, 0) lässt sich auf die Form bringen 

/ds 
(s'- 60co8%» + (?-:r^>in^; ' 



man hat nämlich 

also, indem man noch q diiferentiirt, 

0(0,0) ^ 1. 



dg q'-t' 

Hieraus erkennt man die allgemeine Form, welche {Xy n) besitzt; 
man findet nämlich 



n «>. - A+B.(0,i)) 



wenn fi und v ganze positive Zahlen bezeichnen, A und B aber 
ganze Functionen von p und q mit Gliedern nur von gerader oder 
nur von ungerader Dimension, je nachdem X-\n gerade oder un- 
gerade ist. Ausserdem enthalten sie nur noch rationale Zahlen, 
und Qy als einzige auch schon in p und q auftretende Veränderliche, 
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.tional; es iHt unerheblich, dass sogar nur ganze Potenzen von q 
iftreten. 

Zum Beweise 4)enierke man, dass man hat 

» dass man in der That keine anderen als den angegebenen 
enner erhält wenn man die Brüche in den Recursionsformeln, da 
o sie Potenzen von jf oder q enthalten, mit denselben Potenzen 
)n q oder p erweitert. Hieraus sieht man sofort, dass der Satz 
r (0, 1) und (0, 2), dann allgemein fllr (0, n) gilt. Von da steigt 
an zu (l,n), dann zu (2, n), und dann zu (il, n) auf. 

Angewandt auf unseren Ausdruck (« — x, «) zeigt der Satz, dass 
ier A und B die Aggregate p und g nur in gerader Dimension 
ithalten, da hier der Fall eines geraden x und m vorliegt. Hieraus 
►Igt endlich, dass (S. 143) 

costxi^öv 



^ =/" 



^«+1 



in derselben Form ist, nachdem sich noch dazu die Glieder heraus- 
dhoben haben, welche *, also welche ungerade Potenzen von sini;, 
aber auch von cosi; enthalten. Es ist also schliesslich C eine 
[inze Function nach ^, nach v eine ganze Function von cosN; und 
n'v. Auch in t*, ^'— t' und ä'— t', welches in (0,0) vorkommt, 
itt i; nur in cos'v und sin'i; auf. Um schliesslich U zu erhalten, 
ozu man das betrachtete Integral, abgesehen von Constanten, mit 
)smt; zu multipliciren und dann von bis ^n zu integriren hat, 
arf man also nach v von bis n integriren. So erhält man, 
enn A und B Functionen derselben Form wie die obigen be- 
liehnen, nämlich ganze Functionen von q und cos2t;9 

Von den beiden vorstehenden Integralen lässt sich 
as erste ausfuhren und giebt eine rationale Function von q, 

^*— 6"* und ]^Q*—c*. Mit Vortheil wird man bei der wirklichen 
.usfllhrung die Recursionsformel 

i __ _ = 1 r 1 + -1 1 



nwenden, Termittelst deren sich das Integral in eine endliche An- 

U«lii.. AuweuduoKeu der Kugel(uocttoD«ii. V. Au6. 10 



^ 
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sahl solcher von der Form 

.4dv 



Potential. 



§44,12. 



/^ Adv /•" -4öi>_ 



zerlegen lasst. Hier ist A gleich 

0^ + a, eo82v-| \- a2ca82ilv, 

wobei die a rational nach q sind und keine andere Ver&nderliehe 
enthalten. Man hat also nar Integrale von der YStm 

/*■' cos2iirfr /*^ co82iit;dt» 

auszuftihren. Diese sind aber keine anderen als Kogelfunctionen^ 
nilmlicb, mit Fortlassung einet« rein numerischen Factors, gleich 

Es kommt daher in Bezug auf q keine andere Irrationalitüt yo 

als der Factor | e*— /»'|^*— r*. 

Wir kommen zu dem Uoppelintegral. Das innere, nac'? 
V zu nehmende Integral lusst sich durch ilie obige Recursionsformi 
auf solche zurnckfiihren : 



O' 



el 



■s- — f r- 



» T 



Ihi man hat 



l 



t i^ - 

* — f r- 



1 

• * « * 



1 
s 

l 

■ 






1 



**— r r- 



■ .'. j,_i 

s«> bleibt uur n^Hrh Qbrig. Integrale nach r und < aasinffehren, dei en 

Zähler eine Function B von der Beschaffenheit v«>n .4 ist, also eSL oe 
rati*>nale Functi^m von q und von r von der Fi^nn 

H = a^i a Ci^<2r rtic-»s2ii-. 

während der Nenner eine von tlen folj^nden Formen besitxt: 

In je^iem Nenner k<^mnit r nur in einem Factor vor; fthrt man cfie 
lnteinr«n«^n uacr. i aus s. o/ und heraerku dass 



/ 



C»«>2j* l T! 

' ■ 

5 - r 
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einen Ausdruck von der Form 



giebt, wo B und Ä, ganze Functionen von s^ bedeuten, so ist 
schliesslich die Int^ßgration nach s von q bis oo auszuführen von 
folgenden Formen 

Hier bedeutet S eine Function von q, die entweder kein s, oder 
dies nur in der oben angegebenen Form enthält. Die Coeflficienten 
der verschiedenen ganzen Potenzen von «* in S, oder vielmehr in 
R und Aj, enthalten nur noch die Veränderliche q, und zwar sind 

dieselben rationale Functionen von q, j^q^— 6' und >^^* — c*, so dass 
die Integration nach s in der That keine höhere Transcendente als 
ein elliptisches Integral schafft. 

In dem speciellen Falle, dass ^ = ist, vereinfachen sich die 
Integrale U und n. Setzt man dann hi und ci statt b und c, so wird 

costxfidu 



f7("') /* T / ^ 

i/i = / v,o»mvcw/ —r, — : 

«/ ./ (oeosrcostj 



' (/>eoHrcostM + csinfsinfM)""*"* 



o 



Man setze, wenn r dieselbe Grösse ist wie oben, 

6cosi; = Tcosj, rsinv = T&iud, 
Wo d <in. Das innere Integral verwandelt sich dadurch in 

costxfidu 



—./ 



X. 



cos^+^Cd-ifi) ' 



cla d<iin, so ist hier, nach I. 231, (39, a) eine imaginäre Sub- 
Htitution gestattet und man erhält 

TT 

"' cosmt;cosxd<9fi 

r. 



wtM _« ^ /^^ COStXM Ötl /* 



Führt man das erste Integral, ein Eni er' seh es erster Art, aus und 
f^tzt filr d seineu Werth ein, so findet man 



/^^ (beofiv-\-icH\nvyGOf?>fnvdv 
_^^ "»/(VcosS^ + c'sin'i;)''-^''-*-* ' 



also ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung. Einen 
ähnlichen Ausdruck giebt ti für ^ = 0. 



iA* 
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§ 45. Die Ausdrücke (12) liefern sofort die Auflösung der 
hauptsächlichen Aufgaben f&r das ungleichaxige Ellipsoid, welche 
den f&r das Rotationsellipsoid im § 34 behandelten entsprechen. 
Es soll nämlich das Potential im Punkte O, welcher sich im leeren 
Raum befindet, aufgesucht werden, wenn man die Dichtigkeit 
der Masse kennt I) mit der ein EUipsoid erfttlU ist (&), 
oder II) mit der seine Oberfläche belegt ist (x). (S. §34, 
Anm. 1.) 

I) Das Element der Masse im Punkte (a, 17, €o) ist 

, . MTirjdrjdwda 

wenn man setzt 

(1.3) ... A= (a'-6*)(a'-f')eos'j7+a'sin'i7[flr'-6'sin'«— c'cos'm]. 

Der Ausdruck dieses Massenelementes ist Qbrigens besonders 
einfach in L am £' sehen Coordinaten. Ffihrt man f&r a, ij, ^ die 
drei Lame*schen Coordinaten q, fi, y und £, C, $ aus I. 352 — 354 
ein, so wird es nämlich gleich 

Man entwickele nun die (bekannte) Function kA nach Eugel- 
functionen, in Bezug auf r^, &>, in eine Reihe 

in der also K die Form hat 

^(-) ^ ^w + V ^'/^-)(eo8J7)(afWsiai-fa["^siniai), 

wo die Functionen a und a, welche nur die Veninderliche $ enthalti 
durch Integrale ausgedrückt werden; z. B. ist die erste (m. vei 
§ 34, S. 106) 

af^ = (-l)*ai"y^"sinJ7ai7ff"^(co8i7y^"AilcosiiMöaai. 



Man entwickelt femer T nach (12) in eine Reihe von K 
functionen 3i^"\ mnltiplicirt mit dem oben angegebenen Ans^ 
des Massenelements und integrirt über die ganze Masse, ¥ 
durch das Ellipsoid, oder allgemeiner, welche durch zwei con 
Ellipsoide mit den Axen ^ = r^ und ^ = r, begrenzt wird. 

Das gesuchte Potential denke man sich in die Rei^ 
Kugelfunctionen in Bezug auf 0, t^i 
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entwickelt. 

1) Das Potential im äusseren Punkte 0». Man findet 
dieses durch die Formeln 






«=0 «i=ü 

Die Summen nach t^ x und m sind nur über die gleichartigen Zahlen 
zu nehmen, einmal aber alle nicht negativen geraden, dann über 
die positiven ungeraden. 

2) Das Potential im inneren Punkte 0«. Man erhält in 
diesem Falle die Formeln 

II) Wird die ellipsoidische Fläche, deren halbe Axen r, ix^—h'', 
yr* — c' sind, mit Masse von der Dichtigkeit x belegt, so hat mau 

V = ffTxdo 



=//' 



zu bilden, wenn do das Flächenelement auf der Oberfläche des 
EUipsoides vorstellt. Dieses ist aber 



do = — HinTjÖTjöü), 

wo e die Reciproke der Entfernung des Mittelpunktes von der 
Tangentialebene im Punkte (r, rj, co) bezeichnet, wo also gesetzt wird 

1 _ cos'^iy sin'/; cos* w sin''jy8iu'c(i 

et r — o X — c 

Entwickelt man - nach Kugelfunctiouen in Bezug auf ij und w. 
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wie obeu kA, indem man setzt 
80 wird erhalten 



'a = — ri/r*-^6Vr' — 



x- 









+ a.siux,/;iiL'"\^)trl'"^(r)], 

wo das Zeichen 2 eine dreifache Summe nach i, x, m andeutet, die, 
wie oben, nur über gleichartige Werthe zu nehmen ist. 

Um Y« zu erhalten, hat man nur U mit W und u mit to zu ver- 
tauschen. 

Anmerkung. Hier ist, ebenso wie bei dem Potential des 
Rotationsellipsoides, das n^ Glied Z(") in der Entwickelung von F, 
oder V* nach Eugelfunctionen eine ganze Function n**'" Grades der 
Coordinaten von 0.. Denn das n^' Glied S.^") in der Entwickelung 
von T nach Eugelfunctionen ist eine solche Function (§ 44, S. 137), 
also auch die hieraus durch Integration nach Gonstanten (in Bezug 
auf die Coordinaten von 0,) entstehende Function Z(">. 

Gauss hat sich in einer Vorlesung aus dem Sommersemester 
1840 zur Ableitung des Ausdrucks für das Flächenelement do eine» 
sehr einfachen Verfahrens bedient, welches schon dcKhalb Interesse 
erregen wird, weil es von ihm herstammt. Ich theile es hier in 
dem Zusammenhang mit, in welchem Gauss es vortrug. Die Buch- 
st^iben erhalten hier eine andere Bedeutung als im Vorhergehenden. 

a) (Die Gleichung der Ebene wird aufgesucht.) Man falle 
vom Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems ein 
Loth von der Länge e auf eine Ebene; die Coordinaten des Fuss-* 
Punktes seien a, b, c. Ferner seien X, Y, Z die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Ebene, r sei^e Entfeniuug vom Anfangs- 
punkt. Die Cosinus der Winkel, die e und r mit den Axen bilden, 
sind resp. 

a 6 c X Y Z 

6 ' c ' c ' r ' r ' r 

Man erhält also den Cosinus des Winkels (t%r), den die Linien e 
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und r mit einander bilden, durch die Gleichung 

^ e r e r e r 
Multiplicirt man diese Gleichung mit r, und bemerkt, dass die Ebene 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Projection auf 
die Richtung des Lothes e in den Endpunkt desselben fallen, so 
muss rcos(6, r) gleich e sein, und man findet für alle Punkte 
[X, Y, Z], welche in der Ebene liegen, die vom Anfangspunkte um e 
entfernt ist 

e e e 

Hieraus folgt unmittelbar, dass 

aX + bF-|-cZ = b 
die Gleichung einer Ebene ist, die vom Anfangspunkte um die Länge 

b 



Va'+b'+c' 

entfernt ist. Ein Perpendikel auf derselben bildet mit den Axeu 
Winkel, deren Cosinus sind 

a b c 



6) Die Tangentialebene au eine Fläche f(x,y,z) = Gon»i. 
iiu Punkte x, y, s ist 

^rip) + vxy) + ^rc^o = ^r(^) + yfXy) + ^rc«). 

Wenn f{xy y, ä) eine homogene Function vom Grade p bezeichnet, 
»4o verwandelt sich die rechte Seite, nach dem Euler'schen Satze 
von den homogenen Functioueq, in p^l^Xyy,z)A.\, p.const. Daher 
Ist die Gleichung der Tangentialebene eines Ellipsoides mit den 
Ilalbaxen A,B,C\vii Punkte x^y^z 

xX yY sZ _ 

die Länge e des Lothes, welches vom Mittelpuukte des Ellipsoides 
auf die Tangentialebene gefällt wird, findet man durch die Gleichung 

1 _ ^' , r , ä' 

c) Man setze 

x = A^y y = Brj, z = C^. 

betrachten wir ^, rj, ^ als Coordiuaten eines Punktes in Bezug auf 
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das CoordiuateuBvstem der x, y^ s, so entspricht jedei^i Punkte 
[^t y> 3] ein Punkt r^, 17, C] eindeutig; dem EUipsoide, welches so- 
eben, unter b^ behandelt wurde, das dem ersten Systeme, dem 
Systeme der x, y, Zy angehört, entspricht im zweiten eine Kugel mit 
dem Radius 1, deren Mittelpunkt mit dem des Ellipsoides zusammen- 
fällt Es entsprechen Ebenen in dem einen System auch Ebenen des 
anderen, daher Durchschnitten von Ebenen oder Geraden wiederum 
Gerade. Der Ebene $=const. entpricht die Ebene x^ii.const, 
daher einem solchen Parallelepipedum im Systeme der ^, ij, ^9 dessen 
Seiten den Coordinatenebenen parallel sind, ein ebensolches, dessen 
Volumen das JfiC-fache des ersten ist. Indem man mit beliebiger 
Nfiherung jedes Volumen in solche Parallelepipeda zerlegen kann, 
deren Kanten den Axen parallel sind, hat man daher: Der Inhalt 
eines beliebigen Körperstllcks im Systeme der ^, fj, ^ verhält sich 
zu dem entsprechenden im Systeme der x, y, s wie 1 : ABC. 

d) Man zeichne auf der Oberfläche des Ellipsoides ein ' be- 
liebiges Flächenelement do im Punkte x, y, z, dem ein Element da 
auf der Kugel mit dem Radius 1 im Punkte [|, 17, C\ entspricht 
Dem Kegel mit der Basis do und dem Mittel])unkte als Scheitel 
winl daher der Kegel mit der Basis dm und mit demselben Scheitel 
entsprechen. Also verhält sich das Volumen des ersten Kegels zu 
dem des zweiten wie ABCil. Der erste Kegel hat die Höhe e, 
der zweite 1, so dass man findet 

do = Jo, 

e 

was mit tiem Ausilruck S. 149 f&r das Flächenelement flbereinstimmt 
Man hat hier nur r, ) t'— 6^ ) r'— t*' statt Ä, B, C, und fbr da seineu 
Werth siui^dijcci» zu setzen. 

§46. Als Beispiel für die Anwendung der Methode d 
vorigen Paragraphen zur Aufündung des Potentials von dreiaxige: 
Ellipsoideu berechnen wir das Potential eines homogenen £lli{isoides 
mit der Dichtigkeit ik = 1, im äussern Puukte O^. Entwickelt maa 
i.4, d. i. A (^venrl. (lo)^ nach Kugelfunctioneu K, so bricht ilie Keilw^ 
beim zweiten Glieile ab« und man erhält 

k' = ^26'r' - *\6'-:i-=;]P^- v,cosi;) - i^ö'-i'.P.- v.<^Oii^)^*«>*i 
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d) Man findet Z("> aus K^^*\ Die Vergleichung dicHer Function K 
mit ihrem Ausdruck auf S. 148 zeigt, dass a^^^ =4nK^^^ sei, und 
dass die übrigen a und alle a mit dem oberen Iudex Null sind. 
Man hat also nach der Formel in I, No. 1 des vorigen Paragraphen 

und wenn man für U seinen Werth setzt 

/>) Es bleibt noch Übrig Z<''> aus K<^> zu omiittelu. Mau hat 

Mit Hülfe der Werthe von »K<"), Wi"> = W^^ und W'«, die man für 
N = 2 auf S. 143 findet, erhält man die Ausdrücke g^ und g^; g, 
and alle g sind Null. So findet man 

Z» = - fttVi^b''Yx'^cjp^%oo^O)r ^ ^^l-^'l^-- .. . 

+ P<^>(cosö)co82i/;/ (-^-— V- ,- ^J -- - ~->- -• 

Durch Addition von Z(") und Z^^) erhält man V; in den ent- 
stehenden Ausdruck führt man für P^^^ und P^^^ ihre Werthe 

cos'Ö — ^, — siu'*^ 

ein, und wendet die identische Gleichung 

(p — q)G0»2ip =• p + 7 — 2(psin'V; + ^co8'''i//) 

auf den Fall 

__ r — c _ r — b' 

au. Keducirt man gehörig, so findet man den Di richtet' sehen 
Ausdruck für das Potential eines homogenen Elliiisoides von der 
Dichtigkeit 1 

ry.^ yi_ ^' >i_ ö* _ _ 
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uämlich zunächst auf der rechten Seite das dort stehende vermehrt 
um das Produkt der Masse des EUipsoides mal 

Der Ausdruck unter dem vorstehenden Integrale ist aber das voll- 
standige Differential nach 9 von 



s'^-r' 



das. Integral selbst also Null. 

Die Entwickelung von 7 nach Kugelfunctionen, welche in den 
Gleichungen (12) enthalten ist, habe ich im 42. Bande des Grell er- 
sehen Jouinals *) mitgetheilt; man findet dort auch im wesentlichen 
den übrigen Inhalt der § 43—46. 



In der Vorlesung, auf welche im § 45, S. 150 hingewiesen 
wurde, gab Gauss folgende Methode an, um die Anziehung eines 
homogenen EUipsoides zu ermitteln: 

Wir bedienen uns hier der Bezeichnung, welche an der er- 
wähnten Stelle eingeführt wurde. Belegt man die Oberfläche der 
dort erwähnten Kugel, deren Gleichung S'+»7'+C* = l ißt, gleich- 
massig mit Masse von der Dichtigkeit 1, also im ganzen mit der 
Masse in, und legt dann auf das Element do der Oberfläche eines 
Ellipsoids mit den Ualbaxen A, B, C so viel Masse wie auf dem 
entsprechenden Element der Kugel da liegt, so wird in einem 
irgendwo liegenden Punkte [a, b,c] = das Potential 

Das über die ganze Kugelfläche genommene Integral lässt sich 
vereinfachen. Man vergleicht zu diesem Zwecke unter einander 
die Potentiale confocaler Ellipsoide, welche nach demselben Gesetze 
mit der Masse in belegt werden, in demselben Punkte 0. Sind 
^,, B, , C,, wo i4, > Ä, > C, sei, die Halbaxen irgend eines be- 
stimmten unter ihnen, so hat man 

4'-B' = ^J-ßJ, A'-C = A]'-C], 

*) Theorie der Anziehung eines Elli|>duides. 
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der, was dasHelbe ist, 

etzt man die obensteheuden Differenzen gleich u, also 

erhält man alle dem gegebenen eonfocalen Ellii)8oide, wenn mau 
alle Werthe von — CJ an bis c3o durchlaufen lässt. Dem ge- 
:ebenen EUipsoid mag der Werth u = u^ entsprechen. 

Wir gehen nun von dem gegebenen EUipsoid mit den Axeu 
I, B, C zu einem unendlich nahen über, variiren also v, oder dif- 
erentiiren v nach u. Alsdann hat man zu setzen 



^ du -^"öü -^öiT""*' 



ind erhält 

dv 
du 



_, /•/•(/«? Tic ^—ay y — ^,^ 5-cl 

[utegrirt man anstatt über die Kugelfläche wieder über die Fläche 
les Ellipsoides, führt also do statt dm ein, so entsteht 

dü = ^-2ABcJJ'''^'^^^y' 
wo (r, iV) den Winkel bezeichnet, welchen der von = [a,h,c] 
uach [x, y, s] gezogene Itadiusvector mit der äusseren Normalen 
.\ in [x, y, i] bildet Durch sehr bekannte einfache Mittel weist 
mau nach, dass der Wcrth des Doppelintegrales oder in sei, je 
nachdem O ausserhalb oder innerhalb des Ellipsoides liegt, so dass 
mau im ersten und resp. im zweiten Falle hat 

du "" ^' du " ABC ' 

Hieraus folgt zunächst, dass v« unabhängig von den Coordinateu 
a, hy c ist. Da nämlich v« Null sein muss, wenn die Masse in 
über ein EUipsoid mit unendlichen Axeu vertheilt wird (weil v, 
dann das Potential einer endlichen Masse ist, die unendlich entfernt 
von O liegt), also Null ist für u = oc, so giebt eine Integration 
von II = Wj bis ti = oc 

du _ 

\{u^-A\)iJ^B\){n^C\) 



\^2nf 
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Wenn man «lie uuuittellmr ^e^elienen Axen A, B, C einf&lirt, so 
erhält man daher als Ausilruck f&r ilas Potential t. einer Masse 
4.T, mit der die «Oberfläche des Ellipsoides 

f' M* -' 

— y • r"_ — 1 
nach der VorschriA ))ele^ ist, im inneren Ponkte \ayb,c\ 



1 n "V^c^tf 



also einen von a, b, c unabhängigen Werth. 

Ah» Kesaltat der bisherigen Untersuchungen findet man die 
beiden Sätze, welche unsere Aufgabe wesentlich erledigen: 

a) Das Potential v, eines festen in der Torgeschriebenen Art 
mit Masse belegten Ellipsoides ist in allen inneren Punkten O, 
dasselbe. 

6) Uas Potential Va i^t fiir alle confocalen, nach dem an- 
gegebenen Gesetze mit Masifc belegten Ellli|>soide in demselben 
festen äusseren Punkte dasselbe. 

Aus a) folgt, dass v. dasselbe bleibt, wenn auch in den Mittel- 
punkt des EUlipsoides rückt. Daher ist 






m^i. 1 



WO man auch setzen kann Ja = sin OdO dtp. 

Aus 6) folgt, dass v« dasselbe ist, wie das Potential eines 
(lurch den Punkt O« gehenden, dem ersten confocalen Ellipsoides. 
Die Ilalbaxen desselben seien 9, S, & Indem f&r dieses der 
Punkt Oa als Grenze des inneren Punkte« O, angesehen werden 
kann, da femer das Potential v im Räume überall continuirlich 
bleibt, so ist Va in Oa gleich dem Werth des Potentials des Ellipsoides 
mit den Axen S, 3), C iu einem beliebigen Punkte seines Innern. 
Daher ist das Potential der ellipsoidischen Fläche mit den Halb- 
axcn A, B, C, im äusseren Punkte [a,b,c] 

y = ff - ^® - — 

■ 

wenn 31, S, C aus A, B, C durch die Gleichungen 

js = »'1*'+«, 33 = »'ß'+M, e = 1 CT«, 

( \ "1 - X ''' _ ■ y— - 1 
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berechnet werden*). Das Integral nach m ist wie oben über die 
ganze Kngelfläche zu nehmen. 

Gauss sucht aus diesen Formeln nicht das Potential selbst 
stuf, sondern eine Gomponente der Anziehung. Die Rechnung ge- 
staltet sich in dem letzteren Falle viel einfacher, indem sich in 
demselben die doppelte Integration ausführen lässt. Um das Po- 
tential eines vollen Ellipsoides direkt zu finden, konnte man aller- 
dings noch weiter dem Wege folgen, den Gauss einschlägt, um die 
Componente zu finden (mit selbstverständlichen Modificationen), 
iivobei man nur, statt des vorstehenden Doppelintegrals, für v« 
den Werth 

du r du 






setzt, wenn die Grenze m die grösste Wurzel der obigen kubischen 
Gleichung (a) bezeichnet. Im weiteren Verlauf, wenn es sich nicht 
um die Anziehung sondern um das Potential des ganzen, 
vollen Ellipsoides handelt, hat man die Grenzen nach der Fonnel 

dy I f{x, y)dx = dx f(x, y)dy 

ff o ff r 

nmznkehren. 

Wir folgen aber Gauss, und suchen die Anziehung auf. Wir 
schliessen dazu aus dem Vorhergehenden, dass die Anziehung der 
Fläche auf einen inneren Punkt Null ist; die Gomponente X der 
Anziehung im äusseren Punkte Oa = [a, b, c] nach der Richtung 
der X wird aber durch die Formel gegeben 

Bei def Differentiation nach a ist, wie (a) zeigt, nur fi mit a ver- 
änderlich, nicht Ay B, C. Daher ist 

Ö21' ^ öSJ^ ^ 56» _ du 
da da da da 

Der Factor unter dem Integral, welcher sich in den eckigen Rlam- 

3u 
mem befindet, ist also -^- und tritt vor das Integral als Gonstante. 

*) Man hat für u die grünste der drei Wnrzeln der cubischcn Gleichung zu 
nehmen. Die beiden anderen würden Hyperboloiden entsprechen, welche durch f«, 6, r] 
gelegt werden. M. vergl. 1. 17. 
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r 

Ferner giebt die Differentiation von (er) 

2ada _\ a" ,J^ c» ] 



man findet also 



X = -^ 



a 1 /*/• (Ua 

a ' ^ i»"ä ^ 






Der vor dem Integrale stehende Ausdruck ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, nichts anderes als das Produkt aus der Entfernung e des 
Mittelpunktes von der Tangentialebene im Punkte [a, b\ c] an das 
EUipsoid mit den Axen 21, S, Cf^, und aus dem Cosinus des Winkels, 
den die im Punkte [a, b, c] nach innen gezogene Normale mit der 
Axe der X bildet, d.i. — cos(A', X), wenn N die nach aussen ge- 
richtete Normale bezeichnet. Das Integral selbst ist 4n dividirt 
durch 91336. 

Zum Beweise beschreibe man einen unendlich kleinen Kegel vom Mittel- 
punkte des Ellipsoides als Scheitel. Dieser schneide auf der Oberfläche des 
Kllipsoides ein Element ds heraus, auf der Kugel dm. Dem Elemente ds 
gehöre ein Punkt [r, l), j] an, dem Elemente dm, wie friiher. ein Punkt 
[$, T], n. Man setze 

Der körperliche Inhalt des Kegels mit der Basis dm auf der Kugel resp. mit 
der Basis ds auf dem EUipsoid ist resp. 

j^dmA. ^dm,r^; 

der kubische Inhalt des ganzen Ellipsoides ferner gleich 833(5 mal dem der 

Kugel, d. i. gleich — -- 31336; also 



ffr'dm = i7ra336. 



Man hat 
woraus folgt 



ta ^,a ti« 

r 



t 17 \ 



Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth für r in das Doppelintegral ein. 
und vertauscht 91. 33. 6 mil ihren Rei'iprokeu, setzt also 3[~* statt 3[. etc., 
so erhält man 

dm _^ An 

Man hat also das Resultat: Belegt man eine ellipsoidische 
Fläche, deren Halbaxen A, B, C sind, auf die vorgeschrie- 



//, 
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bene Art mit Masse An, so ist die Anziehung der Masse 
aaf den Punkt [a,b,c] Null, wenn er ein innerer ist. Ist 
er ein äusserer, so wird die Anziehung auf denselben 

Aen 

-wenn man setzt (S. 151, 6) 

1 _ «1 , ^' c' 

e' ~ ^* ~^ »^ "^ 6* ' 
Tür die X-Componente der Anziehung erhält man also 



^ — "■ «3 



4an 



rse a' b" c' 



Hier ist 






Legt man zu dem Ellipsoid mit den Axen A, B, C ein unend- 
lich nahes ähnliches mit den Axen A + dA, ß + dß, C-\- dC, wo also 

dA:dB:dCr= A:B:C, 

m 

und f&llt den Raum zwischen den beiden mit homogener Masse, 
so ist das Potential dasselbe als ob man die gegebene Fläche nach 
dem früheren Princip mit Masse belegt, aber nicht, wie früher, die 
Masse 4n sondern AndlogA über die Hülfskugel ausbreitet. Es 
liegt nämlich auf dem Elemente do der Oberfläche des Ellipsoides 
mit den Axen A, B, C nicht wie früher die Masse da, sondern 
^Qdo, wenn q das Stück der Normalen auf dem Elemente do be- 
zeichnet, welches durch das Ellipsoid A-\-dA, B-\-dB, C-\-dC von 
ihr abgeschnitten wird. Sind x, y, s die Coordinaten eines Punktes 
von do, so sind 

:r + ^co8(X, iV), y-t-^cos(F, JV), 5-f-^eos(Z, A') 
die Coordinaten des Endpunktes des Perpendikels, welche auf dem 
zweiten Ellipsoid liegen; man hat also 

(x + ^_cos(X, iV)Y^ / y -t- ^co8( \,N) V' , / ^ + (»(^08(7, A^) V"' _ . 
^ "7I+ dÄ '■ / "^ V B\dB )'^\ ~ C\ dC / ~ ^' 
Und wenn man die unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung 
Vernachlässigt 

ra:eos(X, A) yQ.of^(\\ A) 5eos(Z, A')l __ dA 



160 Potential. § 46, 13. 

Setzt man flir die Cosinus ihre Werthe und reducirt, so wird er- 
halten 

_ J dÄ^ 

» A* "^ B* "^ C* 

also nach § 45 

Qdn = - . — (Im ABC. 

Daher wird die X-Componente der Anziehung der homogenen Schale 
mit der Dichtigkeit 1, welche durch zwei unendlich nahe ähnliche 
Ellipsoide mit den Axen A, B, C und A-{-dA, etc. begrenzt ist, 
auf einen äusseren Punkt gleich dem Produkte des obenstehenden 
Werthes X mit ABCd\o^A, auf einen inneren Punkt aber Null. 



Es liege ein homogenes Ellipsoid mit den Halbaxen a, ß, y vor; 
die Anziehung desselben auf einen äusseren Punkt a, 6, c soll be- 
stimmt werden. 

Man^ theile dazu das Ellipsoid in unendlich viele ähnliche, 
deren Halbaxen A, B, C sich zu einander verhalten wie a:ß:y. 
Nach dem Obigen wird dann die Componente S der Anziehung 
des ganzen Ellipsoides, welche parallel der Axe der X gerichtet ist, 

S =J^''xABCd\ogA. 

<» 

Um dieses Integral in eine übersichtliche Form zu bringen, drücke 

man sämmtliche Veränderlichen durch eine neue s aus, indem 

man setzt 

u s 

Die neue Veränderliche s hängt dann mit A durch die Gleichung 

a* fc» c» ^a 

zusammen, in welche sich (a) verwandelt, wenn man berücksichtigt, 

dass man hier durch ähnliche Ellipsoide hindurchgeht, dass sich 

also verhält 

A:B:C = a:ß:y. 

Femer hat man dann 
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ind durch Differentiation von (ß) 

^ ds ■" A' i(a'-\-sy "^ (ß'+sy "^ (f-\-sy.\' 

Berückflichtigt man noch, dass flir /l = man wegen (ß) zu setzen 
liat * = oc, für A = a aber s gleich der grössten Wurzel a der 



Sleichung 



a' . 6" . c' 



so giebt die Einführung von s in den Ausdruck für S das Resultat: 
Die Componente S der Anziehung eines EUipsoides mit 
len Halbaxen a, ß, y, welche parallel der Axe a ist, auf 
ien äusseren Punkt [a, b, c] wird durch die Gleichung ge- 
geben 

vrenn die Dichtigkeit des EUipsoides gleich 1 gesetzt ist. 

Bis hierher folgte ich dem Vortrage von Gauss. 

Da die Anziehung einer Fläche, die in der S. 154 vorgeschrie- 
benen Art mit Masse belegt war, also auch einer unendlich dünnen 
homogenen Schale, die von ähnlichen EUipsoiden begrenzt wird, 
auf einen inneren Punkt Null ist, so gilt dasselbe für eine solche 
Schale von endlichen Dimensionen. Berücksichtigt man, dass a in 
[y) Null wird, wenn [ayb,c\ auf dem anziehenden Ellipsoid selbst 
liegt, so ist klar, dass der obige Ausdruck für E auch dann noch 
die Anziehungscomponente eines vollen (homogenen) EUipsoides 
darstellt, wenn der Punkt \a, b, c] nicht ausserhalb, sondern auf 
der Oberfläche oder im Innern des vollen EUipsoides Uegt, voraus- 
gesetzt, dass man dann a = setzt 

In diesem FaUe findet man leicht Dirichlet's Ausdruck für 
las Potential V des EUipsoides in [a,b,c]. Setzt man 



/•* ds 



= A, 



)o ist die Anziehungscomponente E des homogenen EUipsoides mit 
len Halbaxen a, ß, y im Punkte [a, b, c] , der inmitten der Massen 
liegt, gleich —2aL Aehnliche Ausdrücke — 26ju und — 2cv findet 
man für die beiden anderen Componenten H und Z. Da X, fi, v 

Ueine, Anw«iidungeu der Kagelfuaetioneo. 'i. Aufl. 11« 
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die Buchstaben a, b, c nicht mehr enthalten, so ergiebt die Inte- 
gration dieser drei Gleichungen 



öa ^ öfc ^'* de 

für F den Ausdruck 

wo £ eine Constante bezeichnet, welche man bestimmt, indem man 
a = b = c = setzt. Hieraus folgt, dass e das Potential des vollen 
EUipsoides im Punkte [0, 0, 0] , d. i. im Mittelpunkte ist Theilt 
man das EUipsoid in unendlich viele ähnliche, so ist (S. 160) das 
Potential einer unendlich dünnen Schale, welche durch EUipsoide 
mit den Halbaxen A, B, C und A+dA, B + dB, C+dC begrenzt 
wird, gleich dem Produkte von BCdA mal dem Potential der Ober- 
fläche des kleineren EUipsoides, welche auf die früher angegebene 
Art mit Masse belegt wird. Dies Potential in dem inneren Punkte 
[0, 0, 0] war aber auf S. 156 gefunden; man nannte es dort v.. 
Setzt man den Werth ein, so findet man sofort 



dAj 



BCdu 
e 






wenn ^4 : £ : C = a : /} : y. Setzt man a*u = A*t, so geht die vorige 
Gleichung über in 

_ r- 

Man hat also als Potential des inneren Punktes die bekannte Formel 

V-^aßmJ ^1 ^,_^^ ^,^^ ^,_^J^^__^_.:_^__. 

Vertauscht man die untere Grenze mit a, so ist der vor- 
stehende Ausdruck gleichfalls das Potential, aber im äusseren 
Punkte a, b, c, da er, nach a, b, c differentiirt, offenbar die früher 
gefundenen Werthe der Componenten S, H, Z giebt und sich in 
verwandelt, wenn der Punkt [a, b, c] in's Unendliche rückt. 

§ 47. Aus dem Werthe, welchen das Potential eines beliebig 
mit Masse erfüllten EUipsoides resp. seiner mit Masse belegten 
Oberfläche auf der Fläche selbst annimmt, kann man das Potential 
im massenfreien Raum ermitteln. In der That zeigen die Formeln 
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t 

ftr Z(") im § 45 S. 149—150, dass im n'*» Gliede in der Entwicke- 
Imig des Potentials nach Kugelfunctionen, zunächst im äasseren 

Raum, der Factor von jPi"^(cosö)cosxi/; die Form annimmt 

wenn die p Constante (nach q, 6, tp) bezeichnen. Diese sind so zu 
bestimmen , dass der vorstehende Ausdruck für ^ = r mit dem 

Werthe übereinstimmt, den der Factor von Plr^(cosö)cosxi/; aus 
der Entwickelung des gegebenen Potentials in der Oberfläche erhält 
Aehnlich verhält es sich mit dem Gliede, welches sinxi/; und u 
statt cosxi^ und U enthält. Stellt man die Formeln zusammen, so 
erhält man das Resultat: 

Das Potential der Masse eines mit Masse erfüllten Ellipsoides 
oder derjenigen Masse, welche auf seiner Oberfläche ausgebreitet 
ist, sei in dem Punkte (r, 6, rfi) auf der Fläche selbst gleich f{0, tfi) 
gegeben. Nach Kugelfunctionen entwickelt sei 

00 M 

f(d,xp) = JS .Z'ö?^'*i*^(cosö)cosxV'(Sf»cosxt/; + 0«sinxi/;), 

«•=0 »=0 

^o g und g (bekannte) Constante bezeichnen (die auch den Index 
n enthalten). Alsdann ist das Potential im Punkte Oa = (g, 0, %fi) 
des äusseren Raumes 

(14) ... v= Jzw, 
^-) = lalr>i^">(co8Ö)reo8xV'i'P».t^i"'^(p) + 8mxvi Pn,u'f>(A. 

je=ü L 111=0 m=0 J 

Bier hat man die Sunmien nach m nur über solche m zu nehmen, 
'Welche dem x gleichartig sind. Die p und :p sind solche 2ii + 1 
donstante, welche durch vier Systeme von linearen Gleichungen 
l)e8timmt werden. Sind nämlich m und x solche Indices, dass 

m^n, X ^ 11, 
80 hat man die Systeme 

2p,n l/i"^ (r) = g. , 2p,nn^''^ (r) = ß, , 
inrenn für einen geraden Index x nur über gerade m, von m = 
incl. an (g^ ist offenbar Null), f&r ein ungerades x nur über un- 
gerade m summirt wird. 

Für das Potential im Punkte 0, = {q, d, tp) des inneren Raumes, 
wenn die Fläche mit Masse belegt oder der äussere Raum erfüllt 

11* 
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ist, findet man die Formeb, welche aus den vorstehenden sich 
ergeben, wenn in ihnen Überall U und u mit W und w vertauscht 
werden. Jedes Glied Z(") des Ausdrucks ist eine ganze Function 
der rechtwinkligen Coordinaten von 0, (§ 45, Anmerk.). 

Ist im speciellen Falle das Potential v in jedem Punkte O^ der 
Oberfläche eine ganze Function eines gegebenen, des n^""" Grades, 
der rechtwinkligen Coordinaten von 0^, so bleibt es in den Punkten 
O« eine solche der Coordinaten von 0,, die sich vollständig angeben 
lässt, und in der keine Integration unausgeftlhrt bleibt. In den 
Punkten Oa kommt allerdings daneben eine transcendente Function 
von Q vor; es wird v« von der Form A + BJ, wenn A, B ganze 
Functionen n^''" Grades von cos^, «indcosv^, sinOsini^, rationale 

von Q, ]'Q''—b\ ]Q' — c'^ sind, die sich fertig berechnen lassen, J 
ein elliptisches Integral erster und zweiter Art in Bezug auf g ist 
Die Methode und die wesentlichen Resultate der §43 — 47 
habe ich im 42. Bd. des Crell ersehen Journals^) mitgetheilt 

§ 48. Wir lösen dieselbe Aufgabe, welche hier behandelt wurde, 
durch eine zweite Methode, nämlich diejenige, welche im § 38 an- 
gewandt wurde, d. i. mit Hülfe der Integration von Jy = 0. Statt 
der rechtwinkligen Coordinaten fllhrt man wie früher q, 6, ifß, und 
statt 0, \lf nach I, (58, a) andere /u, v ein, indem man setzt 

cosö = V— • 



bc 



sint^cost^ = 



sin^^sinv' = 






) C-— /l*| C' — V 



Für das Linienelement auf dem Ellipsoid erhält man in diesen 
elliptischen Coordinaten 

die Normalen auf den drei confocalen sich im Punkte q, fi, v 
schneidenden Flächen (I. 351) sind 

wo man zu setzen hat 



*; S. 70 — •'^'2: Theorie iler Anziehung eines Ellipsoids 
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, _ (ß'_^»)(-"'TJL') 

~ '(fc'-ÖCc'-i-') ■ 

Wendet man die Bezeichnung von I, § 87 an, so erhält man nach 
der dritten Methode I, § 71, S. 307 sofort die transformirte Glei- 
chung flir das Potential 

ö'v ö'v 3*v 

(15) ... (p»-vO-|^I-+(?'-f'')-^^+(f''-»'0 -gl- = 0, 

WO also B, C I elliptische lut^grale der ersten Gattung sind. Die 
Aufgabe besteht darin, (15) so zu integriren, dass sich v für ^ = r 
in eine gegebene Function f(0,tp) verwandelt, die man auch als 
Function von /u und y durch eine Function f[/4, v] dargestellt 
denken kann. 

Die gesuchte Function wird, wie im §47, nach Kugelf unc- 
tionen von und tp in die Reihe 

V = i: z(») 

entwickelt. Z, als Kugelfunction, genügt der bekannten Differential- 
gleichung nach und ifß, und diese, nach I. 354 in fi und v trans- 
fonnirt, giebt 

(«)... _^f__ 4. ^|_ +n(n + l)Oi'- v-)Z(n) = 0. 

Multiplicirt man (a) mit ^'— /u', summirt das Produkt nach n und 
zieht die Summe von (15) ab, nachdem man daselbst v mit 2Z 
vertauscht hat, so erhält man, zur Bestimmung der Art wie q in 
Z eingeht, 

ö*Z(") ö'Z(") 
(6) . . . -^^ + -^^,- + n(n+lXfi'--Q')Z(^^ = 0. 

Das n^ Glied des Ausdrucks uuter dem Summationszfichen ist selbst eine 
n^ Kugelfunction nach 6 und tp, oder nach € und ju. Der Ausdruck zerfällt 
Dämlich in zwei Theile, deren jeder, in (a) für Z^") gesetzt, dieser Differential- 
gleichung genügt. Dies ist sofort klar für den Theil • 

^^. n(n + l)^'Z(-), 

da die DiCTerentiation sich nur auf eine Constante (nach 6 und t^), auf ^ 
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näiulicb, bezieht. Den anderen Theil 
setze man gleich Uy untl bilde 



j^n(n + \)fi^'Z'-> 



öfi* + -gn + "(" + 0(^'- >')«• 



Berücksichligt man, dass man hat 

a'u __d^(d'Z\ ,d'Z 

so reducirt man den zu im tersuch enden Ausdruck auf 

d. I. auf Null. Fast ohne Rechnung erliäK man dasselbe, wenn man berück- 
sichtigt, dass Z" nach I. 376 eine Summe von La menschen Produkten, näm- 
lich von der Form 



2it 



ist^ wo die / Coustante nach fi, v bezeichnen, welche q enthalten. Die^ 
setzt man in u ein, dass sich nun, nach I. 359, in 

verwandelt; dieser Ausdruck lässt sich nach 1. 376 in eine Summe von Kugel- 
functionen C und S umsetzen. 

Die Gleichung (6) muss daher noch gelten, wenn man das 
Summenzeichen forthlsst. Wie ^ in Z eingeht, finden wir 

1) Nach Lamö''') auf folgende Art. Setzt man für Z die 
Summe (c), so giebt die aus (6) hervorgehende Gleichung, 

^E,(^)E,(0(-^J^ + [(fc=+Ol;,-rl(li+ = 0, 

dass der Factor von E^{(jt)E,{v) für jedes einzelne t Null, dass 
daher t von der Form sein muss 

Da V im Unendlichen Null ist, selbst und mit seinen Differential- 
quotienten nach jeder Richtung im leeren Räume continuirlich bleibt, 
so schliesst man wie im § 38, je nachdem ^ < r oder ^ > r ist, 
mfisse resp. ^ = oder p = gesetzt werden. Zur schliesslichen 
Bestimmung der Constanten p resp. q dient, wie in jenem Para- 
graphen, die Vergleichung der allgemeinen Function Z mit der. 



•) Liouvillc, Journal de M. T. IV, 126—163. 
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welche sie auf der Fläche aDnehmen soll. So ergiebt sich das 
Resultat: 

Man entwickelt den gegebenen Werth f(ßy tp) des Potentials 
in der Fläche nach Kugelfunctionen in die Reihe 

(16) . . . m ^) = f[M> ^1 = 1 X(^\ . 

»=0 

und verwandelt jede Kugelfunction X(*> in eine Reihe von Lam^'- 
sehen Produkten 

(16, d) ... X(-) = 1 gi''^Ei''\fi)Ef:\v). 

♦ «==0 

Das Potential im leeren Räume ist dann v = 2Z('^\ wo je nachdem 
^ < r oder ^ > r ist, Z("> durch die erste oder zweite der folgen- 
den Formeln ausgedrückt wird: 

s==o , Fy(x) 

Aus I. § 98 weiss man, wie eine Entwickelung von f\ß, v] nach 
Lama' sehen Produkten vorgenommen wird. Unwesentlich ist, dass 
man f zuerst, wie oben, nach Kugelfunctionen entwickelt, und diese 
darauf nach den Produkten; hier geschah dieses nur, um darauf 
hinzuweisen, dass die Glieder, von f sowohl als auch von y, sich 
zu Kugelfunctionen sammeln, und zwar nicht nur um im allgemeinen 
eine klarere Einsicht in das Resultat zu gewinnen, sondern auch, 
weil durch diese Art der Darstellung klar ist, dass Lamö nicht 
genöthigt war, ausdrücklich zu beweisen, v lasse sich nach den 
Produkten entwickeln. *) Die fertigen Ausdrücke für die g durch 
bestimmte Integrale findet man I. 380 — 381. Man theilt nämlich f 
in eine Summe von acht gleichartigen Ausdrücken (I. 377); ist einer 
derselben, wie dort, F(ß, v), so findet man als Goefficienten g eines 
dem F gleichartigen Lamö' sehen Produktes 





*) In den Comptcs rendus XX, 1386 sagt Liouville: Non seulement cette 
Solution est bien plus simple que cellc de M. Lamd, mais, en outre, on peut 
ais^ment ddmontrcr la convcrgcncc des series cmploy^es, ce qne M. Lamd n'a pas 
mSme essayd de faire, sans doute ä cause de la complication de sa fonnule finale, 
qui pourtant au fond doit revcnir et revient en effet k la nötre. 
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wenu der constante in E vorkommeiide Factor so bestimmt wird 
(was auch im weiteren Verlaufe dieses Kapitels geschehen soll), 

dass das Doppelintegral für F(ji, v) = Ei''\fii)Ei''\v) gleich 1 wird. 

Diese Form der gewonnenen Lösung für unsere Aufgabe ist 
von überraschender Einfachheit; bei Anwendungen auf bestimmte 
Fälle wird man aber nur in den einfachsten Fällen fertige Resultate 
gewinnen, nicht einmal dann, wenn f eine ganze Function der recht- 
winkligen Coordinaten in der Oberfläche von irgend einem in Zahlen 
gegebenen Grade über 7 ist. Denn A%r Grad der Gleichungen, deren 
Auflösung zur Aufstellung der £ erforderlich ist, überschreitet in 
diesem Falle schon 4. Man weiss aber aus der oben im § 47 ge- 
fundenen Form der Lösung, dass diese Wurzeln aus dem Resultate 
entfernt werden können und dass es genügt, Systeme nur von 
linearen Gleichungen aufzulösen. Dies ist der Vorzug der aller- 
dings weniger eleganten Form (14) der Lösung. 

2) Wir wollen schliesslich auch die frühere Form der Lösung 
(§ 47) durch die Methode dieses Paragraphen, durch die Integration 
von iiy = ableiten, wie es zuerst ausführlich im 29. Bde des 
Grelle'scben Journals geschah.*) In den wiederholt vorgekom- 
menen Ausdruck 

führe man, wie I. 379, statt 0, xp die elliptischen Coordinaten fiy v, 
statt ri und w aber q und eine neue Grösse a ein, welche zwischen 
6 und c liegt, durch die Gleichungen 

cos, = -|^, 8m,cosi« = t-^_^=— , 

smrsmcü = t-^-^ — - ^ , 

cyc^ — h^ 

so dass cosi; grösser als 1, und w reell ist. Beide Functionen P^'^\z) 
und (?(">(ä) genügen der Gleichung (a), zugleich aber, weil z nach 
V und q symmetrisch ist, auch (fc). Die Function mit 2«-f 1 will- 
kürlichen Gonstanten, welche den beiden Gleichungen (a) und (6) 
gleichzeitig, ferner überall den Bedingungen der Stetigkeit und End- 
lichkeit genügt, ist wie aus 1) hervorgeht 

(rf)... 2:9^:^E^:\Q)E^:\h)i^:\v\ 

s=M 

*) S. 185 — 208: Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme. 
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während die Function mit ebenso vielen Constanten, die für ein 
endliches q unendlich wird, im Unendlichen Null ist, aus der vor- 
stehenden durch Vertauschung von E(q) mit F(q) entsteht. Um 
die früheren Resultate hier wieder zu gewinnen, haben wir daher 

« 

nur zu zeigen, dass je eine Function mit denselben Eigenschaften 
dieselbe Form hat, welche § 47 aufweist. Wir suchen nun die 
im Endlichen endliche Function auf. Dazu setzt man P^'^^(z) in 
die Form 

i'(-l>af"^(<^"^(Ö, ip)Ci%. o] + S^^(0, ip)Si%, 0]). 

Man mache 



cosv = — ^- sint; = 



der Ausdruck I. 355 von Cf"^[^, «] wird dann, *bis auf einen con- 
8taoten Factor, (cf. § 44, S. 141) gleich 

a»^'cosiiit;VF/"'>(^). \ 

Hildet man also das Integral 



"*" dv 

P<»)(s)0(v) 







w^-o B(v) eine Function von der Form 

aj,4- ö,C08t; -\ h anCosrit; 

+/?,sinvH yßn^innv 

fKBit 2ii-|~l willkürlichen Constanten a und ß ist, so wird dasselbe 
Üe gleichen Bedingungen wie (d) erfüllen und von der Form sein 
w^ie der Ausdruck Z^") im entsprechenden Falle des § 47 , nämlich 
v^cn der Form 

Z(«) = Z'^*^(cosö)[costt^2p^»Ff"*?(ß) + 8inti/;2^)„.ir[''*^(f)]. 

Dies ist also die Lösung mit 2n-|-l Constanten, in der die Con- 
»taaten (§ 47) so bestimmt werden, dass die Function für ^ = r den 
»^^ebenen Werth an&immt. 

Durch ein ähnliches Verfahren ermittelt man in dem Falle 
^ 11^^^ r die im § 47 aufgefundene Form von Z(">, indem man den 
^^sdruck von (?W(i5) zu Grunde legt. 

§ 49. Die Integration der Differentialgleichung Jv = mit der 
^ool Nebenbedingungen zu verbinden sind, geschah für alle drei 
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Kör|>er, ttber welche in diesen drei Kapiteln gehandelt wurde, auf 
ähnliche Weise, nachdem einmal die geeigneten particulären Inte- 
grale, erster und zweiter Art, gefunden waren. Diese sind 
flir die Kugel: 

^»fl''^(C08Ö)C08*l/f, ^»fi*^(cu8Ö) Sinti//, 

^-1. 1 p(-) (c^^g ö) cos y V, ^"""^ fi"^ (cos 0) sin v\p ; 
für das Rotationsellipsoid 

^"^ W^"^ (cos ö)co8«i/;, r^;^ (q) Pi""^ (cos ö)8in*^, 

(?I"^(?)fJ"^(cosö)co8«i/;, Oi"^(^)f^"^(cosö)sin»V; 

für das ungleichaxige EUipsoid, wenn man sich der Lam6'- 
schen Functionen bedient, 

£j"^(^)E:->Ou)£f-^(v); /^"\^)Ej"^(/i)Bi"^(y). 

Im letzten Falle herrscht also bei einer Gruppe vollständige Sym- 
metrie, indem nur eine Art von Functionen auftritt; jedenfalls kommt 
in diesem Falle nur eine Gattung von Functionen, die Lamä'sche 
Function vor, während in den vorhergehenden bei jedem Glieds zwei 
oder drei verschiedene Functionsgattungen, Grenzwerthe der £, auf- 
treten. Da wo man bei dem Falle des dreiaxigen Ellipsoides es 
zweckmässiger findet, statt der E und F (welche die Wurzeln höherer 
Gleichungen enthalten, s. o.) die Functionen V, u, W, to aus § 44 
einzuführen, muss man auch flir die Lösung des letzten Falles die 
Symmetrie aufgeben, und hat dann, für jedes n, folgende 2ii+l 
particulären Integrale: 

2: VF^^(^)f^*^(cosö)cos«v, i:iri"'^(?)f^"^(cosÖ)sin«i^,- 



« , . , . n 



in denen m Werthe von bis n annimmt. 

Liouville deutet in seiner obenerwähnten Arbeit aus den 
Comptes rendus, die etwa gleichzeitig *) mit meiner im 29. Bd. von 
Cr eile's Journal veröffentlichen Arbeit erschien, ein Verfahren zur 
Integration von ^v = 0, wenn ^ < r ist, an ohne es aber weiter 
durchzuführen; das Verfahren ist nur auf diesen Fall berechnet und 
nicht mehr anwendbar für das Potential des äusseren Punktes o > r. 
Liouville will nämlich unser Z^") als die ganze Function der recht- 



*) M. vergl. die Bemerkung im I. Bd. de» Handbuchs S. 384. 
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winkligen Coordinaten vom Grade u, aufsuchen, welche der Glei- 
chung z/v = gentigt und an der Begrenzung in eine gegebene 
ganze Function übergeht, und zwar in die Kugelfunction vom 
Grade «, welche der Entwickelung von f(d, tp) nach Kugelfunc- 
tionen angehört. Eine Begel für die AuBfÜhrung der Operationen, 
also eine bestimmte Methode um diese Function zu finden, welche 
bereits im 29. Bd. d. Grelle 'sehen Journals entwickelt wurde, ist 
in den Gomptes rendus nicht angegeben. 

Mit Htilfe der Functionen E und F nimmt die Entwickelung 
der reciproken Entfernung zweier Punkte T, in elliptischen Coordi- 
naten, eine einfachere Gestalt an als im § 44, eine ähnliche wie 
sie im vorigen Kapitel, bei den Untersuchungen über das Rotations- 
ellipsoid, für die dort benutzten Coordinaten erhielt. Auch für die 
Green'sche Function, für die bei derselben auftretende Dichtigkeit, 
dort Xq genannt und für die mit G verwandte Function, die im 
ersten Kapitel S. 92 durch den Buchstaben F bezeichnet war, findet 
man ähnliche Formeln wie im § 40, deren Aufstellung nicht den 
geringsten Schwierigkeiten begegnet, üie letzteren Entwickelungen 
übergehe ich hier und handele nur noch über T, die reciproke Ent- 
fernung der Punkte (q, 0, tp) und (a, rj, w) von einander. 

Wie statt d und xp elliptische Coordinaten fi, v eingeführt wer- 
den, so führt man hier noch /u^ v^ für rj und w ein; ferner sei 
<7<^, und cosy = cosöcosi;-f sinösinjjcos(v — <w). Man entwickelt 
T nach Kugelfunctionen von und tp in die Reihe 

n=Ü 

WO Z<"> von der Form ist 

und V nur q, a, fi, und v^ aber nicht ju und v enthält Diese Summe 
setze man in die Gleichung JT = ein, welche man in die Co- 
ordinaten fA, V, Q transformirt hat, also in die Gleichung (15), nach- 
dem dort V mit T vertauscht ist. Dadurch erhält man nach einer 
einfachen Transformation (I. 361) 

Hieraus folgt, dass diese Gleichung auch ohne das Zeichen 2, d. i. 
für jedes n und s bestehen muss; daher muss der in der Paren- 
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these {} stehende Ausdruck fttr sicli Null seiD. V muss daher die 
Form habeu 

darf aber E nicht enthalten, weil T, ft^lglich Z, folglich V fttr ^ = cc 
Null sein mus». Daher hat man a gleich Null zu setzen, und man 
findet, dass Z^**) in Bezug auf |U, v, q die Form hat 

z(») = £b[''^E^:\pC)E^:\v)F^:\Q). 

Es ist T symmetrisch in Bezug auf (x und fi, , auf v und y, , auf q 
und a; in der Differentialgleichung flir T lässt sich also q mit c 
vertauschen, und Z erhält daher die Form 

2E^;^ Ol) Ei"^ WCaEl''^ (a) + 6 Ff"^ (a)], 

in der aber 6 Null zu setzen ist, weil T für a = c endlich bleiben 
muss. Aus der Symmetrie, von T in Bezug auf /u und fi,, auf v und 
y, beweist man endlich, wie in den ähnlichen Fällen in den vorigen 
Kapiteln, es mttsse Z die Form haben 

wenn g eine numerische Constante vorstellt Um diese zu be- 
stimmen, lässt man q und a zugleich unendlich werden, aber so, 
dass ihr Verhältniss q : a endlich bleibt und gleich ist 1 : r. Als- 
dann wird 

oT= L ==^, QE(a)F(Q) = f-^K 

yl— 2rcoBy + r' 

Hieraas ergiebt sich 

Vergleicht man hiermit die Formel I, (73), so findet man 

m 

^•"" 2n + l ' 
Man hat also das Resultat: Die reciproke Entfernung der beiden 
Punkte (Q,fi,v) und (c,^^,v^) lässt sich in eine Reihe von Kugel- 
functionen entwickeln, die mau im § 44, Gleich. (12) findet, und die, 
in Lamö'sche Functionen umgesetzt, giebt 

wenn a <.q, und der constante Factor von E so bestimmt ist. 
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dass man hat (I. 380) 



Will man diese Formel anwenden, um das Potential zu finden, 
wenn die Dichtigkeit gegeben ist, die Masse möge den Körper er- 
flillen oder auf der Oberfläche ausgebreitet sein, so verfährt man 
wesentlich wie im § 45, I und II. Man hat das Element der Masse 
dann nicht nur nach Eugelfunctionen zu entwickeln, sondern diese 
in L am ö' sehe Functionen umzusetzen. So würde man unter I, 
weil das Element des Volumens im Punkte (q, 0, tp) oder (q, jm, v) ist 

dxdydz = (^*^-iuO(^''-i'*OG"'-OÖ€ÖCaf, 
statt des dortigen Ausdrucks,mr das Massenelement setzen 

und dann kB in die Reihe der K entwickeln. In dem speciellen 
Falle des § 46, wo die Dichtigkeit constant, nämlich k = 1 gesetzt 
ist, reducirt diese Beihe sich selbstverständlich auf zwei Glieder 
K^^) und K^'^\ so dass der bekannte Ausdruck flir das Potential eines 
homogenen EUipsoides im äusseren Raum bei dieser Art der Dar- 
stellung sich aus drei Functionen £^") und eben so vielen F^*), näm- 
lich je einer fUr n = und je zweien für n = 2, zusammensetzt. 
Der Ausdruck des Potentials im inneren hohlen Räume enthält nur 
die drei Lama' sehen Functionen der ersten, nicht die der zweiten 
Art. Wir unterlassen es, die Rechnung auszuführen, die hier vor- 
kommenden Functionen E^^\ F(^\ E^^\ F(^> zusammenzustellen und 
das Resultat dann so zu transformiren, dass es in den schon früher 
CS. 153 u. 162) gewonnenen Ausdruck für das Potential eines homo- 
genen EUipsoides übergeht. 



Tiertes Kapitel. 

Der Cylinder. 

§ 50. Bei der Uebertragung der Untersuchungen aus den 
vorigen drei Kapiteln auf solche Cylinder, deren Directrix ein 
Kreis oder eine Ellipse ist, auf denen die erzeugende Gerade 



174 Potential. § 50, 17. 

senkrecht steht, treten' statt der Kugelfunctionen, oder allgemeiner 
statt der Lam^'schen Functionen, die Functionen auf, zu welchen 
man von ihnen durch einen Uebergang zur Grenze gelangte, *) näm- 
lich die Gylinder- Functionen, im speciellen Falle die durch J und 
K bezeichneten (I. § 42), im allgemeinen die des elliptischen Cylin- 
ders e und % (I. § 103). 

Wir behandeln zunächst den Kreiscylinder und beginnen mit 
der Entwickelung von T, der reciproken Entfernung zweier Punkte 
[^y y» ä] und [a, 5, c]. Für die rechtwinkligen Goordinaten 6, c, y, s 
führen wir andere s, w, r, tp ein und bedienen uns folgender 
Bezeichnungen: 

y = rcost^> 6 = seosw, 

js = rsint//, c = ssinw, 

3fi* = (y-6)'+(Ä-cy = r"-2r»cos(V/- «) + »^ 

Ä» = gfi«+(a:-.a)^ Tß = 1. 

Nach dem Fourier'schen Satze hat man 

T= — / cosA(aj — a)dA/ — ; 

Aus I. 192 folgt, dass das Integral nach a die Cylinderfunction 
zweiter Art K(i^X) ist. 

Denn man hat 



1 ^ 2 /*" du 



SR' 

Nach Multiplikation beider Seiten mit cosaXda und Integration von bis oo 
wird die rechte 

2 f^ p cos aX da _ /** -/Yuh:»^ du 

Setzt man hier noch u = — tSfisintt;^ so verwandelt sich das Integral auf der 
Rechten in K(iSiX), 

Entwickelt man diese Function K nach dem Additionstheorem 
I. 340, so findet man schliesslich, vorausgesetzt, dass « < r ist^ 

(17) ... T = — J'eo8v(v> - ft») / Jy{ihi)Ky(ilr)(iOiX{x—a)dL 





*) Diese Fanctionen treten auch, nach Herrn Mehl er 's Bemerkung, bei den 
Untersuchungen über das Rotationsparaboloid auf. Vergl. das Osterprogramm, 
Elbing 1870. 
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FQr manche Anwendungen, bei denen r zuweilen grusser, zu- 
weilen kleiner zu nehmen int al» s, vertauscht man diese Formel 
besser mit der folgenden 

(18) ... T= 2 J'cosvCV; - w^J* e'^('-<')^Jy(Xr)Jy(ks)dX, 



wo das doppelte Zeichen hier und weiter unten so zu verstehen 
ist, dass +(x—a) positiv wird. Diese Formel gilt, im Gegensatz 
zur vorhergehenden, fllr jede Grösse von r und $, wird aber bei 
solchen Anwendungen unbequem, bei welchen x — a das Vorzeichen 
wechselt. 

Man beweist (18), indem man von den Gleichungen ausgeht 

nJ 4 (X — a) + tSRcos<i) nJ \/ 

— ^ ^ * ^ 

Kehrt man die Integrationsfolgc um und setzt dann für das Integral von 
bis n seinen Werth J(XfK) nach I. 192, wendet endlich hierauf das Additions- 
theorem I. 340 an, so erhalt man (18) unmittelhar. 

Man könnte auch (17) direkt in (18) überrühren, indem man K(ildi) 
in der Gleichung 

T = — f K(iXfR)coa(x'-'a)dl, 



welche nach I. 340 mit (17) übereinstimmt, nach (c) in I. 197 (tt ist dort 
auf der rechten Seite zu streichen) durch 



/■ 



^ fi-'+Dt'i' 



ersetzt. Dadurch verwandelt sich T in 



' 

Und dieser Ausdruck verschaiTt sofort (18), wenn man für das innere Integral, 
Welches nach X genommen wird, seinen bekannten Werth setzt 

n _, , 



2£ 

§ 51. Wir beschäftigen uns hier mit dem Potentiale eines 
geraden Cylinders, dessen Directrix ein Kreis ist. Seine Axe sei 
die Axe der X. Der Cylinder kann erstens in der Richtung der 
Axe sich nach beiden Seiten ins Unendliche, d.i. von a? = — oo 
sich bis 07= tx), erstrecken, zweitens von endlicher Höhe 2A sein, 
nUmlich sich von x = —h bis j? = A, und drittens sich von einem 
endlichen Werthe von x, er sei o? = 0, bis x = -sc erstrecken. Die 
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Dichtigkeit der anziehenden Masse im Elemente di, die Ar heisse 
sei eine Function der Coordinateu; diese Masse soll entweder ganz 
im Gvlinder oder ganz ausserhalb desselben liegen. Das Potential 
im Punkte wird dann 



y = fffThdt, 



wo die Integration über den ganzen Raum nur innerhalb des Cylin- 
ders oder nur ausserhalb desselben auszuführen ist. 

Das Potential in dem Falle, dass die anziehende Masse nach 
aussen und nach innen durch je einen Cylinder begrenzt wird, 
behandle ich nicht, da es sich aus den Potentialen voller Cylinder 
durch Subtraction zusammensetzt, gleichgültig, ob die beiden Cylin- 
der concentrisch sind oder nicht. Ein Interesse gewinnen die Re- 
sultate erst dann, wenn man die Aufgabe s])ecialisirt, nämlich be- 
sondere Annahmen über die gegenseitige Lage der Cylinder oder 
über die Beschaffenheit der Masse macht. 

I. Die anziehende Masse liegt innerhalb des Cylinders. 
Die Coordinaten a, b, c oder a, s, w sollen der anziehenden Masse, 
X, y, z oder x, r, xp dem Punkte angehören. Der Radius der 
Directrix sei r. Um die Convergenz der nachfolgenden Ausdrücke 
zu beurtheilen, bedient man sich der Formeln I. 247 — 248 für 
Jy(^) und Ä'y(oo). 

Erster Fall: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
— CO bis oc. 

Berücksichtigt man, dass das Körperelement dt durch sdsdwda 
ausgedrückt wird, so findet man, wenn r > r, also ein äusserer 
Punkt ist, aus (17) 



A /•• /»r /»3' 

Va = - J daß sdsj kdwX 



-00 



2!^Q0Hv(ip — w)/ Jr(ils)Ky(ilt)eo&X(x^ a)dX. 



Man entwickele k im Punkte (a, s, w) in eine trigonometrische Reihe 



OD 



(19) ... k = 2!'^oßvw.Cy(a, s)-{- Hinvü), Qy(a, «), 

wo C und @ mit k zugleich bekannte Functionen von a und s be- 
zeichnen. Setzt mau diesen Ausdruck in die Gleichung für K« ein, 
so zei-föllt F„ in die Summe zweier Potentiale; es ist nämlich 
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(20)... K„ = f/„ + U„, (r>r), 
Ua = 4Jf'co8vi/;/ da/ eo^laQOBlxWdX, 

— 00 

W = Ky{%Xr)r Jy(iXs)Cy{ay s)sds, 



wenn U einen Ausdruck bedeutet, der au» U durch Vertausch ung 
der Cosinus mit Sinus und der gleichzeitigen von C mit @ entsteht. 
Einer ähnlichen abkürzenden Bezeichnung bedienen wir uns im Fol- 
genden. 

Man flbersieht leicht, welche Abänderungen diese Formeln er- 
leiden, wenn innerhalb der Masse des Gylinders liegt (0^). Als- 
dann ist 

(20, a)... F^=t/^ + U^, (r<r), 

wenn (/^ ebenso aus W gebildet wird wie oben, man aber setzt 
W = Ky(lri)f'jy(iXs)Cr(a,s)sds + Jy(Xri)r 

*r 

und n wie oben aus U entsteht. 

Zweiter Fall: Der Cylinder wird durch die beiden 
Ebenen « = A und a? = — ä begrenzt. 

Nimmt man in der Gleichung für U das Integral nach a von 
— A bis h, statt von — oo bis oo, so geben die beiden Formeln (20) 
das Potential für den vorliegenden Fall, nämlich die rechte Seite 
von (20) selbst giebt K« so lange r > r ist , und die von (20, a) 
giebt Va, so lange zwar r<r aber x absolut grösser als h ist. 
Wird r<r und — A<aj<A, so liegt der Punkt im Cylinder, und 
dann giebt die letztgedachte Formel das Potential F^, wenn auch 
hier nach a von — A bis A statt von — oo bis oo integrirt wird. 

Eine andere Form für das Potential erhält man durch Anwen- 
dung von (18). Verfährt man wie im ersten Falle und setzt, wenn 
:+x positiv und >A ist, 



—h 
^enn aber — A < a? < A ist. 



W = €'^'''f''e±^^Cy(a,s)da, 



—h X 

Htine, Anweadangen der Kagelfanctionen. 2. Aafl. 12 
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macht man ferner 
und wiederum 

r= U+M, 

so wird V das Potential im äusseren Punkte 0« erstens immer, 
wenn +x'>h, zweitens, wenn zwar — A<aj<A, aber zugleich r>r 
ist. Hat man — A < o; < A und zugleich r < r, so geht V in K^ über. 

Dritter Fall. Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
X =iO bis oo. 

Hat der Punkt eine positive Goordinate x, so kann man nch 
der Formeln des ersten Falles bedienen um Va und V^ zu finden, 
hat in denselben nach a nur von 0, statt von — oo an, bis oo zu 
integriren. Ist aber x negativ, in welchem Falle immer ein 
äusserer Punkt wird, so liefern die Formeln, welche fUr den zweiten 
Fall, am Schlüsse, angegeben wurden, das Potential Va, nämlich 

Fa= Ua+Via, (^ < 0); 

sdsj Jy(Xr)Jy(ls)e^dXj er^Cr(a,s)da. 



§52. Beispiel. Wir wenden die im vorigen Paragraphen 

gewonnenen Ausdrücke auf den Fall an, dass die Dichtigkeit k der 

Masse constant, gleich 1 ist. Ein endliches Potential kann man in 

diesem Falle nicht erhalten, wenn die Axe des Cylinders unendlich 

ist, sondern nur im zweiten Falle, nämlich Hir einen Cylinder von 

der endlichen Höhe 2A. 

Es liege CID Cylinder vor, dessen Direclrix eine beliebig gegebene in der 
Ebene YZ oder BC liegende Curve ist, dessen Erzeugende sich parallel der 
Axe X bewegt, der durch die Ebenen rr = A und x= — A begrenzt wird. 
Die Masse, die ihn erfüllt, sei von der Dichtigkeit k, und k eine Function von 
b und c, aber nicht von a. Alsdann ist das Potential in einem Punkte y, s 
der Ebene der YZ, also z. B. im Punkte [0, y, z] 

V = 2/7Älog(Ä + VA' + (6-yy + (c-.Ä)^do 

- 2jyk log y/(b^y+(^zr^^ do, 

wenn do das Element der Ebene YZ bezeichnet. Für ein unendliches A hat 
man daher 

V- 2 lo- hJVk do = - 2/7ä lop ]^(f^y + (c^^' do. 
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Diese Grenzbetrachtung ist der Ursprung für die Einführung des logarithnii- 
schen Potentials — denn so nennt man die rechte Seite der vorstehenden Glei- 
chung nach Fortlassung des Factors 2 — geworden. Sucht man nämlich die 
Componenten der Anziehung, Sy H, Z eines solchen unendlichen Cylinders auf, 
so ist die erste (offenbar) Null, die zweite 



^/ y k(b-y)do 

-yj ^(b-yy'+(c-z.y 



und ähnlich die dritte. Man erhält dieselben also durch Differentiation des 
doppelten logarithmischen Potentials nach x, y und z. 

Da A==l, 80 sind nach (19) alle C und 6 Null,, ausser C^, 
welches wir gleich 2 zu setzen haben. Nimmt man, um die dop- 
pelten Vorzeichen aus den Formeln zu entfernen, x positiv, und ist 
erstens x>k, ^ wird 



Wegen der Differentialgleichung I. 189 fllr die J ist das letzte Inte- 
gral nach s, unbestimmt genommen, 

"■ A" 3« * 
Nach L 243 wird also 

V = 2r7i/ V^-(6^*- 6-^*) J(Ar) J,(>lr)-^, (x > A), 



und zwar ist dies Potential selbstverständlich V^; wenn aber zweitens 
80 liegt, dass — A < o? < A ist, der Punkt mag ein äusserer oder 
innerer sein, so findet man 



Man bemerkt, dass JV für diesen Werth von V Null oder — 4n 
ist, je nachdem der Masse nicht angehört oder ihr angehört, 
d. i. je nachdem r>x oder r < r. In der That verwandelt man 
nach 1. 340, wenn man die Differentialgleichung der J benutzt, J F in 

-^xnj J(lr)JXXx)dl. 

u 

Dies Integral ist aber, wie Herr Weber (Koenigsberg) bemerkt 
hat*), gleich 0, wenn r > r, gleich — 4n, wenn r < r, endlich —2fr 
fllr r = r. 



*) Borchardt, J. f. Math. Bd. 75, S. 80: Ueber die BesseTschen Func- 
tionen und ihre Anwendung auf die Theorie der elektrischen Ströme. 

12* 
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Den Werth dieses Integrals kann man aneh, ohne grosse Rech- 
nung, aus der Formel I. 443, (74) ableiten, die dazu dient, eine 
Function zweier Veränderlichen xir^xfi) durch ein Integral auszu- 
drttcken, nämlich aus der Gleichung 

X(r.ip) = ^-J i-dlj »dsj x(», w) J(iÄ)öw. 

u u 

In derselben setze man z = 0, wenn r>r, und z = l, wenn r<r 
ist. Die rechte Seite dieser Formel, welche durch Transformation 
des Fourier'schen Integrales entstanden ist, stellt selbstver- 
ständlich an den Sprungstellen von % — es wurde dies an 
der so eben citirten Stelle nicht ausdrücklich erwähnt, — das arith- 
metische Mittel aus den Werthen der beiden Ordinaten in 
jedem Punkte vor. Es wird also 

f U(lr)dxf'j(hs)sds, 

je nachdem r > r, = r, < r ist, resp. 0, |, 1. Setzt man fttr das 
letzte Integral, dftö Integral nach s, seinen schon S. 179 angegebenen 
Werth, so geht das Doppelintegral in 



/ 



V) J,(ir) -'5^ 







über, dessen Werth demnach der oben angegebene ist 

Wird h unendlich klein, so verwandelt sich der Cylinder in 
eine Kreisfläche, die in der Ebene YZ liegt, deren Mittelpunkt der 
Anfangspunkt, deren Radius r ist. Die Dichtigkeit der Massen- 
belegung ist 2h; dividirt man denjenigen Ausdruck dieses Para- 
graphen für V, welcher gilt, wenn +x positiv und grösser als h 
ist, durch 2h, und geht zur Grenze (A = 0) über, so findet man 
das Potential der Kreisfläche, welche mit Masse von der 
Dichtigkeit 1 belegt ist, 

v = 2xnJ e'^^^J(Xr)JXlx)—^-' 



Diesen Ausdruck hat Herr Weber in seiner oben erwähnten Ab- 
handlung S. 88 angegeben. Er genügt offenbar der Gleichung 
/^v = 0, und wenn man nach den Normalen, d. i. nach +x diffe- 
rentiirt und dann x = setzt, so findet man (M. vergl. S. 64, No. 3) 
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d\ dv r" 

' 

d. i. (s. oben) Null oder — \n oder — 2fj, wodurch dieser Ausdruck 
verificirt ist. 

Der Ausdruck für das Potential eines homogenen 
Kreises tritt gewöhnlich in einer einfacheren Form auf, 
nämlich als elliptisches Integral, so dass also unter dem Integral- 
zeichen eine einfache algebraische, und nicht wie oben, einetrans- 
cendente Function vorkommt. Ich leite die Formel durch ein Ver- 
fahren ab*), welches, wie sich hier zeigen wird, noch anwendbar 
bleibt, wenn die Anziehung nicht nach den Quadraten der Ent- 
fernungen, sondern nach den fi-fl^^ Potenzen derselben erfolgt, 
vorausgesetzt, dass n positiv und kleiner als 2 ist. Den beson- 
deren Fall, dass o; = und zugleich r < r ist , d. h. der Punkt 
in den Kreis fällt, erledigt man, indem man ihn als Grenzfall des 
allgemeinen betrachten kann. 

Man hat bekanntlich 





ß« -28ini«7iy 




l' + R' ' 








wir zeigen, wie man mit Hülfe dieser Gleichung 
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wenn A^ da hier 


a Null wird. 


gleich 


x-+di' ist. 
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einfaches 


Integral transformirt 












Man erhält 
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NT X 



die beiden letzten Integrale geben 

sds 



2nr ,_- 



+ x' + r' + sy-Ar'$' 

Dies Integral bleibt selbst für A = endlich , da der Fall ausge- 
schlossen war, dass zugleich x = und r < r ist ; es lässt sich be- 
kanntlich, selbst zwischen beliebigen Grenzen, ausführen und giebt 

♦) Borchardt, J. f. Math. Bd. 76 S. 271—272: üeber das Potential eines 
homogenen Kreises 
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nlog(l'\-u)^ wenu man setzt 



_ x''-r'^l ' -'X'' +}Xv'-r'-V--xy-{-ix\V + x^) 



2(r + a?*0 
Daher ist u die uioht negative Wurzel der Gleictiung 

und man findet für v den Ausdruck 









Man integrire durchi Theile, und beachte, dass log(14-«*)-^*~* ftr 
A = und auch flir A = oo Null wird. Denn 2 — « ist positiv und 
u endlich ftir X = 0. Für A = cx> wird u unendlich klein, nämlich 
X'fi = r^ also / 

i^-"log(l + m) = fiX^-» =, ,.ax— = 0. 
Man hat also 

_ 2siniw7i /•" A'-^— du ^. 

""^ ~ 2-« y iff* aii ^ 



und drückt hier, mit Hülfe der quadratischen Gleichung zwischen 
u und Xy sehr bequem X durch u, noch besser beide durch eine 
Veränderliche s aus, wenn us = r^ gesetzt wird. Dann wird s die 
nicht negative Wurzel von 

Ä^-(r + a;*+r''-r')«-(r + a;Or = 0. 

Diese ist im allgemeinen positiv; wenn aber der oben erwähnte 
Grenzfall eintritt, d. i. der angezogene Punkt in den mit Masse be- 
legten Theil der Ebene des Kreises fallt (a; = 0, r < r), so wird 
sie für A = gleichfalls Null. 

Die vorstehende Gleichung setzt man in die Form 

^ ^ 8 S + X^ ' 

die zeigt, dass « für X = oc gleichfalls unendlich wird. Für X = 
mag s gleich a sein, so dass man hat 

iß) ... — + -- ^ = 1, 

und für a die positive Wurzel dieser Gleichung (z^) nehmen 
muss, aber 0, wenn der Punkt in die Belegung des Kreises 
fällt. Drückt man u, und nach (a) auch X, durch s aus, so findet 
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man schliesslich 

-2 — n 

ds 



_ 2r'8iniMrt /",/,_ ^' _ r 



*— » 



Für den Fall des Newton'schen Anziehiingsgesetzes hat man 
fi gleich 1 zu setzen; die Formel giebt dann das Potential v des 
homogenen Kreises, der mit Masse von der Dichtigkeit 1 belegt, 
und dessen liadius r ist, in den Punkten, deren Projection auf den 
Kreis von seinem Mittelpunkte die Entfernung r besitzt, und welche 
von der Ebene des Kreises den Abstand x haben. 

Anmerkung. Man kennt auch einen einfachen Ausdruck für 
das Potential einer homogenen Ellipse *), mit den üalbaxen r und S, 
im Punkte [xytfy^^ nämlich 



= 2r^/7 






wenn a durch die Gleichung 

ru* w^ z^ 

a ^ x' + G ^ «H<y 
bestimmt wird. Zur Ableitung dieser Formel genügen nicht die 
einfachen Mittel, welche nach dem obigen Verfahren bei dem Auf- 
suchen des Potentials für den Kreis ausreichten; die üblichen Me- 
tboden fttr die Ellipse**) vereinfachen sich auch nicht wesentlich, 
wenn, wie in dem Falle des Kreises, die Axen r und S gleich 
werden. Aus diesem Grunde habe ich oben den Kreis nach einer 
besonderen Methode behandelt. Herr Grube findet das Potential 



*) Schwere, Elcktricität und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bern- 
hard Kiemann bearbeitet von Ilattendorff, Hannover 187C, § 27 u. 28, Gleich. (4). 
**) M. vergl. z.B. Grube, Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoides, 
in Borchardt's Journal Bd. G9, 8. 350-364. Er findet das Potential mit llülie 
des Satzes, dass 

•x' -Kr cos 1//-^- + 7« bin i/i^T)- 





gleich dem Integrale 



2 /*" _jl_- 

ist, wenn 0, für $ gesetzt, den ersten von den beiden Factoren des Nenners zu Null 
macht. 
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eines homogenen EllipBoides, indem er dieses durch parallele Ebenen 
in unendlich dünne Gylinder mit elliptischer Basis zerlegt, deren 
Potentiale, die Potentiale von Ellipsen, die mit Masse von con- 
stanter Dichtigkeit belegt sind, er summirt. Da man das Potential 
des Kreises nach der im Obigen entwickelten Methode unschwer 
findet, so war es angezeigt, das EUipsoid durch die Ereisschnitte 
zu zerlegen, den Ausdruck f&r das Potential des Ereisschnittes 
nach der obigen Methode zu finden und dieses nach der Methode 
des Herrn Grube zu verwenden. Herr Zttge hat auf diesem Wege, 
den ich ihm vorschlug, die bekannte Formel fttr das Potential 
eines Ellipsoides abgeleitet.*) 

§ 53. Es ist noch der Fall zu erledigen (M. vergl. S. 176) 

II. Die anziehende Masse liegt ausserhalb des Cylin- 
ders. Die Coordinaten von Punkten derselben seien noch immer 
a, b, c oder, statt der letzteren, s und w, die von wieder x, y, s 
oder X, r, xp. Es wird, nur der Kürze halber, allein der Fall be- 
trachtet, dass nicht der anziehenden Masse angehört, sondern im 
Cy linder selbst liegt. 

Erster Fall: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
— oo bis oo. 

Man erhält dann, entsprechend den Gleichungen (20), 

F, = (/. + Uo (r<r), 

wo Ut und U« dieselben Ausdrücke sind wie (!„ und VLu, wenn man 
den dortigen Werth von W mit dem neuen 

W = Jy(Xri)f" Ky(ils)Cy(a,s)sds 

r 

vertauscht. 

Zweiter Fall: Der Cylinder erstreckt sich auf der 
positiven Seite der x nicht in's Unendliche, sondern nur 
bis x = h. 

Dann wird der Theil des Raumes von x = h bis a? = oo, in 
welchem r < r ist, welcher früher leer war, jetzt mit Masse erfüllt 
sein, deren Dichtigkeit k man nach (19) in eine Reihe entwickelt 
Man hat dann das im ersten Falle gefundene Potential noch um 
das Potential dieser Masse im Punkte zu vermehren. Bezieht 

*) Ueber die Anziehimg eines homogenen Ellipsoides, Inaugoral-DissertiitioD, 
Halle 1875; später im 10. Bd. der math. Annalen erschienen. 
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sich auf dieses Potential der Index ' so hat man 

wo (/' eine ähnliche Gestalt annimmt wie U im zweiten Falle 
anter I, nämlich 



ü 

»00 

W 



/OD 
e-^'Cy(a,s)da. 

h 

Wird aber der Cylinder noch durch eine zweite Ebene x = —h 
begrenzt, so ist der Summe V+V noch ein Potential F" hinzu- 
zufügen, für welches man V" nach derselben Formel wie U' bildet, 
wenn man in letzterer W vertauscht mit 



W 



= e-^*f ^e^^Cy(a,s)da. 



-00 



§ 54. Ich komme nun zu den Aufgaben, die sich, wie in den 
früheren Kapiteln, auch hier darbieten, wenn das Potential von 
körperlichen Massen oder von der mit Masse belegten Begrenzung 
auf der Begrenzung selbst gegeben ist. Es handelt sich um eine 
solche Fortsetzung v dieser Function in den leeren Kaum, dass v 
den bekannten Bedingungen der Stetigkeit und Endlichkeit, und 
ausserdem der Gleichung genügt Jy = 0, d. i. in Gylindercoordinaten, 
der Gleichung (I. 340) 

Partikuläre Integrale derselben sind, wenn a und w willkürliche 
Constante bezeichnen, 

J„(Art)cosX(a?— a)cosv(i/; — w), Ky(ln)GOHl(x — d)üOHv(ip — w)] 

€r^'Jy(lr)cofiv(ip — (ü\ c-^'Ä',.(ir)cosv(i/; — w). 

Wir lösen zunächst für einen unendlichen Cylinder, dessen 
Axe in die X-Axe fällt und sich von a? == — oo bis x = r» erstreckt, 
die Aufgabe, das Potential v im inneren und im äusseren Räume 
zu finden, wenn es auf dem Mantel eine gegebene Function F(x, ip) ist. 

Man entwickele F(ie,rp) in eine trigonometrische Reihe 

(22) . . . F{x, tp) = 2;'fy (x) cos vtp -f f. (x) sin vip. 
Die Lösung der Aufgabe gelingt, wenn die Functionen f und f so 
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beschaffen sind, das8 sie durch das Fourier'sche Doppelintegral 
dargestellt werden können. Dann hat man z. B. 



— X 00 



Hieraus ergeben sich die Werthe von v. Setzt man, ähnlich wie 
im vorigen Paragraphen, 

V = U + U, 



V 

■CO ' " 00 



^- = -2n 



l-I'co.v^p/" f}^Bl/ Ua)^a(a-x)da, 



— «• 00 



und flir U die Werthe, welche durch Vertauschung von f mit f, 
ferner von cosy?/; mit sini^v entstehen, so sind v« und v* die ge- 
suchten Potentiale im äusseren oder inneren Räume des Cylinders. 
Dies sind im wesentlichen die Formeln, welche Herr Kirch- 
hoff gegeben hat. *) Ich flige noch den Ausdruck für dieGreen'- 
sche Function (§29, §40) hinzu: Liegt der Pol, von dem die 
Anziehung ausgeht, ausserhalb des Cylinders und sind seine 
Coordinaten a, s, w, so wird die Green'sche Function im Punkte 
(x, r, ip) des äusseren Raumes 

G = ^ J'co8i/(t^-cü)y^*J,,(Art)Är,(i«0-^YfS^ 

Die Function Xo, welche nach (6) durch Multiplication mit dem 
Werthe des Potentials auf der Begrenzung und des Flächenelements 
do (hier ist dö = xdipdx) und darauf folgender Integration über 
den Mantel des Cylinders :das Potential v im Punkte (a, s, €o) er- 
zeugt, wird 

xo = "2^:^-2; cos i'(V; — co)y ^ \^.( cosA(a;— o)dA. 

Aehnlich verhält es sich mit den Formeln, die sich auf einen im 
Innern des Cylinders gelegenen Punkt (a,s,a)) beziehen. 

Anmerkung. In dem Falle, dass die Function F(x,tp) von 
X unabhängig ist, wird auch v von x unabhängig und daher ver- 

*) Grelle, Journal f. M., Bd. 48, S. 348—376: Uebcr den indueirten Magne- . 
tismus eines unbegrenzten Cylinders von weichem Eisen. 
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wandelt sieb (21) in die Gleichung 



ör* r dr r^ dtp' 

Diese hat statt der oben angegebenen partikulären Lösungen, welche 
die Cylinderfunctionen von r enthielten, solche von der Form 

r^cosyi^, r-*'cosi'V'> r^einvip, r-*'&mytff, 

und ausserdem die Lösung logr. Soll v flir r = r sich in eine ge- 
gebene Function [(xp) verwandeln, die wir uns durch die Fourier'- 
Bche Reihe 

2! o,y cos v%p-\'(Xy sin v^) 

gegeben denken, so ist der Werth v« der von r =t bis oc, resp. 

V, der von r = bis r endlich bleiben soll 

OD / r \*' 

Ya = 2! (oyGOHvtp -{^ ayB\nvy))l— ) , 

r=ü ^ r ^ 

v* = ^ (ayGOHnlJ + ayS\nvifß)[-- ) . 
y=o ^ r ^ 

Drückt man die a und Q als Integrale durch die gegebene Function 
aus, in welche sich v für r = r verwandeln soll, so lassen sich be- 
kanntlich die Ausdrücke mit Hülfe der Summenfoimel für die geo- 
metrische Reihe summiren und geben 



"-^ 2n J r^— 2rrcosCl!;- 



— n 



2rrcos(i/; — co)-}-r^ ' 



wo das Vorzeichen + oder — ist, je nachdem r > r oder r < r. 
Denkt man sich aber die Function v an zwei Flächen r = r^ 
und r = Ti gegeben (r,, > r,) durch r(}p) und f '(V'), die in Fourier'- 
sche Reihen mit den Goefficienten a® und q^, resp. a' und o! ent- 
wickelt sind, so findet man, wie früher in dem ähnlichen Falle 
bei der Kugel, auch die den Bedingungen entsprechende Function 
V, welche von r = r^ bis r^ endlich bleibt Um sie bequemer dar- 
zustellen, setzen wir 

logr = a, logto = a^ , logt^ = a, , 
und finden 
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WO to^ au» dem ersten Gliede unter dem Summenzeichen durch 
Vertauschung von a mit Q und von cos vi/; mit sinvt^ entsteht 

Nachdem man die a und q, wie oben, vermittelst des bekannten 
Integrales durch f ausgedrückt hat, kann man die unendlichen 
Reihen durch elliptische Functionen (M. vergl. Jacobi, Fundamenta 
§ 51, S. 143) Summiren, wie es bei dem entsprechenden Probleme 
der Kugelschale geschah. 

In dem vorliegenden Falle erzeugt man zwar noch immer die 
Anziehungscomponenten durch Differentiation von v nach x, y, z; 
man darf aber nicht übersehen, dass v hier nicht das Potential des 
Gy linders im eigentlichen Sinne ist, sondern jener Grenzfall, über 
welchen im § 52 gehandelt wurde, das logarithmische Potential. 
Für dasselbe existirt, wie bekannt, auch leicht durch Betrachtungen 
nachzuweisen ist, welche den unserigen analog sind, eine Function, 
welche die Green'sche vertritt, die nämlich der Differentialgleichung 
des Problems, den Bedingungen der Endlichkeit und Stetigkeit ge- 
nügt und sich, wenn der unbestimmte Punkt (hier (r, xfi)) auf die 
Begrenzung rückt (hier r = r,, oder r, wird) in den Logarithmus 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte mit den Coordinaten 
s und io (eines Poles, wie wir uns ausdrücken können), welcher mit 
ihm dieselbe a;-Coordinate hat, verwandelt, d. h. resp. in 



log ix\ — 2ro s co8(t// — co) + xl , log \'x] — 2r, «cos(V' — w) + r^ 

In diesem besonderen Falle vereinfacht sich das Resultat dadurch, 
dass die a und a einfache Werthe erhalten, welche keine Integration 
eifordein; denn man hat für die beiden vorstehenden Logarithmen, 
wenn man log« = t setzt, die convergenten Reihen, resp. 



,(,-o.) cosKi/z-ci;) ^ __ j ^^(^^^^j cosKift-a>) 



r=l V »'=1 



Die B^unction, welche der Green'schen entspricht, ist demnach für 
den Pol mit den Coordinaten {Sy a>), wenn 

log» = T, logr = a, logr« = a«, logr, = a, , 
'^^<r<ix^, r, <Ä<r« 
gesetzt wird: 



V 



0^,-^0 






smiy(ao — a,) smiy(ao— a,)J 
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Die Reihe fbhrt, mit Htllfe der Formeln Fundamenta § 51, S. 144 
auf die elliptischen Functionen der drei Gattungen und die Reihe 

» sini'x 

£ — ^^— • 

y=o ysintvy 

Diese Reihe fbhrt aber nicht auf die elliptischen Integrale 
dritter Gktttung selbst, also nicht auf den Logarithmus von den 
Functionen Q, sondern derjenigen Functionen, aus denen die Q in 
ähnlicher Art zusammengesetzt werden, wie der Sinus eines Bogens 
aus dem Produkte zweier F; sie stellt sich nämlich sofort als Dif- 
ferenz zweier Functionen logO(q,^ dar, wo das I. 109, in dem 
Zusatz Aber hypergeometrische Reihen, unter (9) definirte unend- 
liche Produkt bezeichnet 

Fflr die Behandlung derselben Aufgabe bei dem unendlichen 
Cylinder mit elliptischer Basis benutze man den Ausdruck von 91, 
den man am Anfange des § 58 findet 

§ 55. Wir behandeln hier die Aufgabe des vorigen Paragraphen 
fllr einen Cylinder, dessen Axe endlich (nicht unendlich gi^oss) 
ist, und betrachten zunächst zwei Grenzfälle, in denen r unend- 
lieh wird, suchen nämlich 

ä) das Potential v im ganzen Raum, wenn es auf einer un- 
endlichen Ebene gegeben ist 

Wir verlangen, es solle für a; = sein v = %(r, tfi). Indem 
wieder nhar positiv genommen wird, stelle man aus den im § 54 
aufgeführten partikulären Lösungen der zweiten Zeile zuerst eine 
solche 

zusammen. Nach dem Additionstheorem für die Cylinderfunctionen 
I, (56) zerfällt dieser Ausdruck nämlich in eine Summe nach v 
von Gliedern 

e+^' J/(>lr)co8y(v — w) X J^ (>U), 

in denen J(3i9) als Constante nach x, r, \p auftritt. Es wird daher 
v=2^/ e^^'XdXj idij J{X)fr^+s'-2rs(toH(tp'-w))x(s,(o)dw 



ein partikuläres Integral, welches sich nach I, (74) für x = in 
x(r,tp) verwandelt. Man hat hieraus den Satz: 

Das Potential einer mit Masse belegten unendlichen Ebene 
a? = 0, welches sich auf der Ebene in eine gegebene Function 



190 Potential. § 55, 22. 

x(hf^) verwandelt, kann man als Anziehungscomponente in 
der Richtung der Axe der X darstellen, nämlich von der Belegung 

der Ebene mit Masse von der Dichtigkeit — -^ — %(*>««')• 
Denn da man mit Herrn Lipschitz findet 



00 

so verwandelt sich der obige Ausdruck in 



r "^ 



Dieselbe Gleichung findet man sehr leicht durch die bekannte 
Methode der Spiegelung. Wir suchen die Green'sche Function 
für einen Pol (a, s, w) im Punkte = (x, r, ö). Es sei a, also aucli 
X positiv. Der Punkt (— a, s, w), das Spiegelbild von (a, *, co), wenn 
man sich die unendliche Ebene spiegelnd denkt, ist von einem 
Punkte auf der unendlichen Ebene ebenso weit entfernt wie 
(a,s,w). Daher ist die Green'sche Function 



Um die Gleichung (6) des § 29 anwenden zu können, beachte 
man, dass man hat 

dasB auf der Ebene x Null und dass die Richtung ron n, mit der 
Richtung der positiven jb übereinstimmt. Daher ist 

1 a 



Xo = 



2i Vo'-i-gi''' 

Beachtet man, dass für do zu setzen istVdrdco, so erhält man 
demnach aus (6) fUr r das Potential im Punkte (a,»,w) 

V) . 



V = -^ /■" rör r"-& 



i3 » 



diese Gleichung stimmt mit der obigen für v überein , wenn man 
nur r und tfj mit $ und rj vertauscht. 

Dieselbe Methode liesse sich auch auf die Bestimmung des 
Potentials in dem folgenden Falle 6) anwenden; es bedarf dazu 
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einer unendlichen Reibe von Spiegelungen gegen die beiden dort 
vorkommenden Ebenen. 

b) Das Potential sei auf zwei parallelen unendlichen 
Ebenen gegeben, und zwar sei v = ^(r, i/;) für a: = ä und v = 7](r, xfi) , 
für 0?== — *. 

Aus denselben Lösungen wie im ersten Falle setze man die 
Lösung 





zusammen, die in dem Räume von x = —h bis x = h allen Be- 
dingungen genügt Die Fortsetzungen von x = h bis x = oo und 
von 35=— * bis aj = — oo findet man aus der Formel für v unter 
a) durch eine Goordinatentransformation, indem man im ersten Falle 
in derselben den Exponenten ^liLr von e mit —l(x'-h)j im zweiten 
mit l(h-{'x) vertauscht. 

Für die Dichtigkeit x^j welche in (6) auftritt und sich zunächst 
auf die Green 'sehe Function bezieht, in den beiden Ebenen x=+h 
findet man aus der vorstehenden Formel für v nach der Methode 
von S. 91 



§ 56. Die Axe des Gylinders sei , wie im Falle 6), gleich 2h, 
der Radius r der Directrix aber endlich. Wir suchen das Potential 
V in dem vom Cylinder eingeschlossenen hohlen Räume (0<r<r; 
—* < 05 < Ä) auf, wenn der Werth von v auf dem Mantel und den 
beiden begrenzenden Kreisen vorgeschrieben ist, nämlich 

V = f (r, xfi) für x = Ä, 

Y=:7j(r,\p) - x='-h, 

V = F(x, tff) - r = r. 

Damit die Punkte, welche auf der Peripherie eines Kreises liegen, 
sowohl dem Mantel als der Ebene angehören können, müssen diese 
Functionen so beschaffen sein, dass man hat 

Herr H. Weber hat in seiner erwähnten Arbeit in Borchardt^s Journal 
Bd. 75, S. 87 den Ausdruck für das Potential eines Kreises mit dem Radius 
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t gefunden, welches sich auf dem Kreise selhsl (für x = 0) in 1 verwandeil. 
Er erhält, wenn wieder -^x eine positive Zahl hedeutet, 








Es ist klar, dass dies in der That der Ausdruck für das Potential ist; denn 
erstens genügt diese Function der Gleichung /^y = 0. Femer, für a: = 
verwandelt sie sich (I. 184) in 

— / sin Arj(>lr; y- = —^ i dqt j cos (Ar cos qp) sin Ar — j- • 

'o U Ü 

Bekanntlich wird das innere Integral, nach A, gleich ^n, \7i oder 0, Je 
nachdem rcosg) kleiner, gleich oder grösser ist als t. Daher wird y in der 
That auf der Ehene des Kreises, wo r <C r ist, gleich 1, auf der Peripherie 
desselhen gleich ^. 

Die Dichtigkeit der Masse, mit welcher der Kreis helegt werden mius, 
um dies Potential zu gehen, ist nach Herrn Clausius*) 

1 1 



X = 



« . — 



n' |/t»-r^ 



Da nämlich die Normalen auf den Kreis die Richtung der positiven und ne- 
gativen X hahen, so ist (m. vergl. S. 91) für o? = 

Anx = -2^ = — r sin XxJßr)dL 

äx nJ 
u 

Setzt man für JQjr) seinen Werth aus I, (30, f), so wird erhalten 

71'./ y ^'' ' ,/^»_ 1 

Nach dem Fourier'schen Lehrsatz ist die rechte Seite gleich 0, wenn r !> tf 
und gleich dem ohen angegebenen Werth, wenn t <ix genommen wird. An 
der Grenze r = t wird der Ausdruck von x unencllich. Denn er wird gleich 
der Grenze von 



4 r^ 







für ein unendhch kleines positives o;. Man kann, ähnlich wie 1, § 61, S. 242 
auch dies Integral ausführen und dann x abnehmen lassen. Man findet dann, 
dass der Ausdruck zu oo wächst. 

Erste Methode. Das gesuchte Potential zerfalle man- in die 
Summe von zweien , indem man setzt v = v, + v,. Man bestimmt 
V; so dass es den ersten beiden von den obigen drei Bedingungen 
f)lr V genügt; dies leistet z. B. der Ausdruck v im § 55 anter 6), 
wenn man dort nach ty statt bis x>, nur bis r integrirt. Wir 

*} Ueber die Anordnung der Elektricität etc Poggendorff':! Annalen, Bd. 86. 
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setzen deshalb 

td% j diu I [?;(», co)sin U(A — x) 







Wenn man bei der Prüfung a? = Ä oder « = — ä setzt, so darf 
man nicht übersehen, dass man dann die Grenze des fertigen drei- 
fachen Integrals fbr a; = &. oder a;=— /^ zu nehmen hat; würde 
man in dem Ausdruck, welcher dreimal zu integriren ist, x diese 
Werthe geben und erst dann integriren, so würde als Werth des 
Integrals zwar 2nt(r^ ip) resp. 2nfi(r,tp) erhalten wenn r<r, 
aber nur die Hälfte wenn r = r gesetzt wird, weil man den Werth 
findet, sobald r > r ist. M. vergl. S. 180. 

Die Function v^ verwandelt sich für r = r in eine Function 
von X und xp, die wir mit <D(a?, %p) bezeichnen wollen. Diese Func- 
tion <Z> ist daher als bekan;nt anzusehen. 

Hiemach bleibt noch übrig, die Function v, so zu bestimmen, 
dass sie im Cylinder die Eigenschaften eines Flächenpotentials be- 
sitzt, sich für r = r in eine gegebene Function von x und yj, näm- 
lich in F(x,tp)—0(x,%ij)^ endlich für x = A und a?=— ft in 
verwandelt. 

Man entwickele dazu F— O, wie es in (22) mit F geschah, in 
eine trigonometrische Reihe 

F{x, %l/)— 0(x, %p) = ^^ fy(x)eo»vip + \r(x)Hmvip; 

m 

jede von diesen Functionen f und f, die für x = —h und x = h 
verschwinden, entwickele man in eine Sinusreihe, setze nämlich 



fy(x) = £ c^y sin ——2^- — y \y (^) = -? ^h> »i» -" ^h 
gesuchte Function v, wird dann durch die Gleichung gegeben 

V, = 2 sm(x ->r h)*(in £' j^) "*- -^(c^KCosj-V + c^.-siiU'V), 

in welcher x, des bequemeren Druckes wegen, für -^ gesetzt ist. 

Zweite Methode. Die Ausführung des obigen Verfahrens für 
1)e8timmte Functionen ^ und 17 verursacht dadurch Schwierigkeiten, 
^s in der Regel die Function (Z> und damit v, ziemlich complicirt 
^'rd. Man kann aber ein Potential ti, so bestimmen, dass es, wie 

Heio«, AnwendungeD der Kagelfunctionen. 2. Aufl. 13 
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oben Vj , sieh für a? = ä und a? = — ä in die Funetionen ^ und fj 
verwandelt, dass es aber noch ausserdem für r = r in 0, nicht wie 
oben in 0{x,y) übergeht. Setzt man nun y = ti, -f- ti,, so hat man 
II, so zu bestimmen, dass dies Potential sich für r = r in die ge- 
gebene Function F(x,y/) verwandelt Man findet also für ti, den- 
selben Ausdruck wie oben für v, mit dem einzigen Unterschiede, 
dass die c und c sich nicht auf die Entwickelung von F— O, son- 
dern auf die unmittelbar gegebene Function F selbst beziehen. 

Sonach ist nur noch statt der früheren Function v, eine neue 
II, zu bestimmen, die sich für o? = ä in C(^, V'), für a?=— A in 
r](r, t/;), für r = r in verwandelt. Wir setzen sie aus partikulären 
Integralen 

Jy(Xr)&mil(x+h)eo&v(tp — w) 

zusammen, indem wir X die positiven Werthe ertheilen, welche 
Wurzeln der Gleichung Jy(Xx) = sind. Eine Summation in Bezug 
auf diese Wurzeln, deren Anzahl unendlich* ist und die sämmtlich 
reell sind, wird unten durch ein vorgesetztes j^ bezeichnet. Wir 

setzen, wenn e, z, e, j Functionen von r vorstellen, 

T](r,tfi) = ^'e„(r)cosi'i//-|-Cv(r)8ini't/;, 

^r (r) = j^ CyxJy(lr)^ ^y(r) = § CyiJy(lr)^ 

^y (0 = 8 ^^^ •'»' (^)' ä»' CO = 8 ^»'^ "^y c^)- 

Die Gonstanten c, c, &> b werden bekanntlich*) durch eine Inte- 
gration aus den Functionen e, e, z, j gefunden; es ist n&mlich 

2 



Cyl = 



ixWJ ^y(r)M^y^^' 



[xJy^,(iix)-\ ^ 

Als die gesuchte Function, die allen Bedingungen gemfigt, findet 
man hieraus 

U, = H+ Zy 

wenn gesetzt wird 

^ ^ ^ lo sin2Afti " W(gi-;tcosyy + Cwsinvtft), 
und Z aus H durch Vertauschung von x mit ^x und von c und 

*) S. den Zusatz zu diesem Kapitel. 
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c mit b und b entsteht. Das Summationszeichen j^ bezieht sich, 

gemäss der Erklärung, für verschiedene Werthe von v auch auf 
verschiedene Wurzeln l. 

Würde man u, nicht die Bedingung auferlegt haben, sich selbst 
fiir r = r in zu verwandeln, sondern, wie bei manchen Aufgaben 
der Wärmetheorie gefordert wird, statt dessen der Gleichung zu 
genügen 

^^ +ÄU, =0 für r = r. 



dr 

wo h eine gewisse von Fourier eingeführte Gonstante vorstellt, 
so würde die Methode nicht wesentlich zu modificiren sein, und 
das Resultat dieselbe Form behalten. Wie man oben die Wurzeln 
k der Gleichung J(lx) = benutzte , so handelt es sich hier um 
die Wurzeln der Gleichung (M. vergl. § 82.) 

Uy^ißx) - (a + y) Jy (ir) = 0. 

Entwickelt man eine Function von r, wie die obige ey(r) in eine 
Reihe 

wo sich die Summation auf jene Wurzeln k bezieht, so erhält man 



§ 57. Auch den dritten Fall der Aufgabe aus § 54 ziehen wir 
in unsere Betrachtung, in welchem nämlich der Cy linder sich aus 
dem Endlichen in's Unendliche, d. i. in welchem die Axe des 
Cylinders sich von x = bis 07=00 erstreckt, und das Po- 
tential in dem inneren Räume, d. i. für alle positiven x, während 
r<r ist, gefunden werden soll, wenn man sich v für r = r ge- 
geben denkt. Der gegebene Werth von v an der Begrenzung sei 

V = 7](r, tp) für X = 0, 

V = F(x, tp) „ r = r, 

während man ausserdem setzen muss v = für a; = 00. 

Man zerlege wiederum v in die Summe v = v,+v,. Nach 
Analogie des Verfahrens bei der ersten Methode im § 56 setze man 
Air V, einen Ausdruck ähnlich dem unter a) im § 55, nämlich 

13* 
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der im Innern des Gylinders die Eigenschaften eines Flächen- 
potentials besitzt und fUr o; = in i](r, tp) übergeht. Die Fonction, 
in welche er sich fUr r == r verwandelt, heisse 0(x, xfi). 

Entwickelt man femer nicht F(x,tp)j sondern die Differenz 
F— <D, die für a? = verschwindet, in eine trigonometrische Reihe, 
und setzt, ähnlich wie in (22) 

F(x, \fi)— 0(x, tp) = ^*fr(x)eoBvil) + fy(a:)8in vi^, 
so wird V, mit v auf S. 186 nahe übereinstimmen, und man erhält 

Vj = — JSy sin Ix J'^. .^ dk/ [fy(a) cos yV' + \r (o) sin v^] sin ka da. 

''^ '^ ü 

Auch die zweite Methode des § 56 bleibt in diesem Falle an- 
wendbar; man findet hier offenbar, wenn man setzt v = u,+U99 

Uj = JS'\^e-^*Jy(kr)(CyieoByxfß + CyxBmnp)^ 

wo die Buchstaben c und c dieselbe Bedeutung haben wie auf 
S. 194; fUr u^ hat man das obige v, zu nehmen, wenn man nur 
bei der Entwickelung in die trigonometrische Reihe gleich 
Null setzt. 

Wir wenden die vorstehenden Formeln auf den Fall an, dass 
das Potential des unendlichen Gylinders an der Basis x = die 
Gonstante 1, auf dem Mantel sein soll. Man geht davon aus, 
dass das dreifache Integral v, des- laufenden Paragraphen sich, 
ähnlich wie v auf S. 190, als Anziehungscomponente einer Flächen- 
belegung darstellen lässt. Man findet nämlich wie dort 

dxJ J j/a:>+3i' 

Die rechte Seite ist aber die negative Anziehungscomponente nach 
der Richtung der x des Grundkreises mit dem Radius r, welcher 
mit Masse von der Dichtigkeit ri{$, w) belegt ist, im Punkte (x, r, ^). 
Setzt man, was in unserem Falle geschehen soll, fj(s,(o) = ly so 
ist das Integral auf der rechten Seite das Potential eines homogenen 
Kreises; wir kennen dasselbe bereits aus S. 183 in einer einfacheren 
Form, und haben daher 
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nr, = r V -— . ___ , 

wo a derjenige positive Werth von s ist, welcher den Nenner des 
Ausdracks unter dem Integralzeichen zu Null macht, eventuell 
gleich 0. Dass v, sich wirklich in 1 für x = verwandelt, zeigt 
man sogleich, wenn man 8 = x*u setzt. Ftlr 8 = a wird dann u 
eine Wurzel v der Gleichung 

ajV+(r'— r'— aj')t;-r' = 0. 

Femer hat man nach dieser Substitution 
_ r' /•" Ju 

^ ^ ' r u r +a? u 

also fllr a: = 

d. i. V, = 1. 

Da nun F auf dem Mantel gleich Null gegeben ist, 0(x, yi) aber 
den Werth v, hat, in dem man r = r machen muss, so ist F— O, 
die Function — v,, von x allein und nicht mehr von \p abhängig, 
also gleich (^(x) zu setzen, während alle übrigen fy und alle \y 
Null sind, so dass man erhält 

V, = -^/ sinlx^^dlf aa)smlada. 

Zum Zwecke einer weiteren Reduction des Ausdrucks von v, 
setzen wir für i/o(a) nicht den so eben aufgefundenen Werth von 
— V,, sondern den, welcher durch Differentiation nach x aus dem 
Ausdruck des Potentials v auf S. 180 stammt. Nennt man dort 
den Integrationsbuchstaben ß, so hat man 

V, = -4xf^f^&mXxJ(ßr)J,(ßx)'^^dXdß/^e-^smaXda, 







was sich auf das Doppelintegral reducirt 

Das Potential v = v, + v, ist also durch die Summe eines ellipti- 
schen Integrals v, und eines Doppelintegrals v, ausgedrückt 
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Die LösuDg dieser Aufgabe bietet aucb insofern einiges Inter- 
esse dar, als v zugleich den permanenten Wärmezustand in einem 
Cylinder von unendlicher Länge mit endlichem, nicht unendlich 
kleinem Querschnitt bedeutet, wenn die Basis des Gylinders, der 
im Endlichen liegende Kreis für welchen man hat x = 0^ in der 
Temperatur 1, der Mantel in der Temperatur erhalten wird. In 
diesem Sinne handeln wir hier noch speciell von der Temperatur 
oder dem Potential auf der Axe. 

Man hat also r gleich Null zu setzen, und findet die Tempe- 
ratur V in dem Punkte der Axe, welcher von dem Grundkreise um 
X entfernt ist, als Summe der entsprechenden Werthe von v, und 
V,, nämlich von 

X 



1- 
und von 



/rM^' 



J X J(%a) J 

^ ^ Ü 



sm — 



aJ(ia) 



Auf den letzten Ausdruck reducirt sich nämlich v, nach einigen 
Transformationen, indem man für r = zunächst erhält 



V. 

setzt mau 



integrirt nach ß durch Theile, und berücksichtigt I. 237, sowie, 
dass nach S. 192 



f J(/J)siu/J»rfÄ 







gleich (ä*— 1)-* oder wird, je nachdem a > 1 oder « < 1 ist, so 
entsteht der angegebene Ausdruck für v, . 

Durch die zweite Methode erhält man ein Resultat von ein- 
facherer Gestalt; hier ist u, = 0, also reducirt sich v auf u,. Nach 
S. 194 hat man die Function \e^(r) gleich 1 zu setzen und in die 
Reihe 

1 = \^CaiJy(Xr) 
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ZU entwickeln; nach der dort gegebenen Formel findet man 

2 

"^^ "■ ir/(;ir) ' 

und hieraus die Temperatur in den Punkten mit den Coordinaten 
X und r im Cylinder, nämlich 

^~ x^ XJ'ßr) " x^ UXlx) ' 

wenn die Summe sich wie oben auf alle positiven Wurzeln l der 
Gleichung J(Xx) = bezieht. Nach I. 247 wird, wenn nicht r gleich 
Null ist, für grosse l angenähert 



cos 



a-^) 



J(lr) 1 ,/"r" """^4 '">' ,li/r /n ,\ 



cos 



ftir r = ist es leicht, den vorstehenden Ausdruck zu modificiren. 
In diesem Falle giebt die Formel das (selbstverständliche) Resultat, 
dass V eine Function vom Verhältnisse x : r ist. 

Was am Schlüsse des § 56 über eine verwandte Untersuchung 
in der Wärmetheorie gesagt wurde, gilt auch hier: wenn für r=:T 
nicht V sondern 

Null sein soll, so ist eine nur geringe Modifikation in der Behand- 
lung und im Resultate erforderlich. 

Dass der gefundene Ausdruck von v für r = r sich in ver- 
wandelt, ist klar; auch ist leicht nachzuweisen, dass er im Innern 
den Bedingungen des Potentials genügt. Nach dem bekannten 
Fundamentalsatze von Abel über die Grenze der Convergenz für 
Potenzreihen verwandelt sich v für x = 1 in 

2^a_J(>lr)_ 

r 1^ U\(lx) ' 

vorausgesetzt, dass diese Reihe convergirt. Es ist also noch nach- 
zuweisen, dass diese Reihe convergirt und femer, dass sie den ver- 
langten Werth 1 zur Summe hat, wozu der Nachweis des Letzteren 
allein genügt. Im Vorhergehenden ist dies in der That nur unter 
der Voraussetzung bewiesen, dass sich 1 in eine nach den J(Ar) 
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fortschreitende Reihe, die noch dazu in gleichem Grade convergirt, 
entwickeln lasse; wir tragen deshalb den Beweis nach. 

Streng genommen wird aber noch mehr verlangt, da v als 
Potential nicht nur nach zwei Richtungen r und x, sondern nach 
jeder Richtung continuirlich sein muss. *) Dass der für v gefundene 
Werth bis in die Grundfläche nach jeder Richtung continuirlich sei, 
ist bis jetzt noch nicht nachgewiesen worden. 

Um den Werth der obenstehenden Reihe, welche sich auf den 
Fall a; = bezieht, zu ermitteln^ kann man von der Betrachtang 
des Integrales 



— f 

in J 



J(r^) 



d% 



2%n J aJ(ra) 

ausgehen, welches über alle Punkte % genommen wird, die auf der 
Peripherie eines unendlichen Kreises liegen. Dies ist Null, vor- 
ausgesetzt, dass, wie in unserem Falle, r < r genommen wird. In 
der That setzt man 

so ist d%:z gleich idq>y also endlich; aber /(ns): /(ra) wird nach 
I. 248 (ev. nach der dort angegebenen Methode, welche zeigen 
würde, dass Jy(a+P0) wenn p eine positive unendliche Zahl ist, 
gleich 

wird) überall auf dem Kreise unendlich klein mit Ausnahme des 
Stückes, welches einem unendlich kleinen Bogen qp entspricht, auf 
dem Ä reell, = ±ß wird. Dort ist aber (I. 247) 

J(rQ):J(xQ) = (cosrß + sinr^)|/r:(cosr^ + 8inr^)V'r, 

also endlich, wenn man q nicht gerade einen solchen unendlichen 
Werth giebt, der J(xX) zu Null macht 

Setzt man für das Integral die Summe der Residua, und sum- 

mirt durch das Zeichen j^, wie oben, über die positiven l, so ent- 
steht sofort die gesuchte Gleichung 

*) M. verg]. den § 6 meiner Abhandlung Ueber trigonometrische Reihen im 
71. Bande von Borchardt's Journal. 
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Bei dieser Verifikation ist der Fall r = auszuschliessen, dessen 
Behandlung eine selbstverständliche Modifikation nöthig macht. 

Wie hier 1 in eine nach Functionen J(Xr) fortschreitende 
Reihe entwickelt werden konnte, wenn l alle Wurzeln der Glei- 
chung J(Xx) = durchläuft, so lässt sich nach der Regel auf S. 194 
jede continuirliche Function f(r) in eine Reihe 

f(r) =fcxJ(Xr) 

entwickeln, wo gesetzt ist 

Bobald die gefundene Reihe in gleichem Grade convergirt. 
Dies und noch allgemeinere Sätze habe ich im 89. Bande von 
Borchardt's Journal bewiesen. M. vergl den nachfolgenden Zu- 
satz zu diesem Kapitel. 

Der kleinste Werth von Xr, durch welchen J(lx) zu Null wird, 

ist angenähert 

Xx = 2,4049 

der nächste schon 5,521; die grösseren liegen zwischen 8,6 und 8,7, 
zwischen 11,7 und 11,8, zwischen 14,9 und 15, etc. und nähern sich 
immer mehr der Summe von in und je einem ungeraden Vielfachen 
von ^n. 

Nimmt man x so gross, dass fbr die angenäherte Berechnung 
von V das erste Glied der Reihe genügt, so findet man aus der 
Temperatur im Punkte x der Axe, die k sei, diejenige in den 
Punkten, welche ebenso weit vom Grundkreis entfernt sind (das- 
selbe X haben). Ein in der Entfernung r von der Axe gelegener 
Punkt hat dann offenbar die Temperatur 



v = u(2,4049.— ). 



So sind in den Punkten, in welchen — gleich 

0, h h h h h 1 
wird, die Temperaturen gleich k multiplicirt resp. mit 

1, 0,960, 0,846, 0,671, 0,455, 0,224, 0,000, 
Zahlen die, wenn man von der Axe aus sich zum Mantel hin be- 
wegt, zuerst langsamer, dann, etwa von der Mitte des Weges aus, 
schneller als r:x zu Null abnehmen. 
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§ 58. Wir kommen nun zur Behandlung einiger Aufgaben ttber 
das Potential eines Cylinders, dessen Directrix eine Ellipse ist, deren 
Excentricität 1 sein möge. 

Bezeichnung. Den Buchstaben r^ v> '> ^ ^^ den vorigen Para- 
graphen sollen hier q, q>, a, a so entsprechen, dass man setzt 
y = rao^rp = ^cosg)^ «cosci; = aeof^w, q = cositi^ 

Ä = rsinV' = ^q'^—I siny, «sinoi = y'a"— Isinro, a = coBtt;, 

woraus die Gleichungen folgen 

sdsdio = (a' — C08*i3)öcJ— =-_— = ein(a'\-iv)sin(a — iv)dadvl 

ffi^ = r*-2r*cos(V/ -€!>) + *' 

= (^a— cosg)Cosi3y — (V^*— i }^'— i— sinysin©)' 
= [cosi(tt + v)— cos(9) — cj)][cos t(M — v) — cos(g) + ©)]. 

Die vorstehende Zerfällung von SR in ein Produkt habe ich nur 
deshalb hierhergesetzt, weil sie von Wichtigkeit bei der Behandlung 
solcher Aufgaben über das Potential einer Ellipse ist, bei denen es 
auf die Entwickelung von logSi in eine Reihe ankommt, wie bei 
der Untersuchung über den Durchgang eines constanten elektrischen 
Stromes durch eine Ellipse oder über das logarithmische Potential 
einer solchen. Man vergl. hierüber meine Bemerkungen im Monats- 
bericht der Akademie zu Berlin v. 5. März 1874 und meine Arbeit 
im 79. Bde von Borchardt's Journal. 

Transformirt man die Gleichung ^v = 0, indem man die Go- 
ordinaten q und qp statt y und z einführt, so erhält man (I. 308) 
zunächst als Ausdruck des Linienelements 

und hieraus die transformirte Gleichung 

Particuläre Lösungen dieser Differentialgleichungen sind (I, §103) 

Ueoskx, UünXx, Ver^'y 
wo t/, wenn man (S. o.) 

u = log(ß + y^^— 1), Q = costti 
statt q einführt, der Gleichung 

(a) ... -^-i- + -^p- + i'(cos' qp - cos* tu) 1/ = 0, 
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in den beiden ersten von den drei Fällen mit dem oberen, in dem 
letzten mit unterem Vorzeichen genügen mnss. 

Wir behandeln für den elliptischen Cylinder die Aufgabe des 
§ 56, suchen also, indem wir den dort bei der ersten Methode vor- 
genommenen Entwickelungen folgen, das Potential v im Innern eines 

Cylinders mit den Halbaxen r und v'r*— 1, und von der Höhe 2ä 
auf, welches an den Begrenzungen x = h, x = —h und ^ = r in 
gegebene Functionen ^, tj, F übergeht. 

Erste Methode. Wir ermitteln zuerst ein Potential v,, welches 
zwar {für x=:h und x = —h die vorgeschriebenen Werthe ^(q, q>) 
und f](g, qi) anninmit, dem aber für ^ = r ein Werth nicht vorge- 
schrieben ist. Ein solches wird wieder aus dem Ausdruck von v 
im § 55 unter 6) gebildet, indem man dort anstatt der Kreiscoordi- 
naten r, s, etc. die elliptischen q, a, etc. einführt , und für tj und ^ 
ausserhalb der Integrationsgrenzen Null setzt Dadurch entsteht 



/ 



' " * 

00 



fj(a, ta)eiixa(h—x) +^(o, ro)sin a(A + a?) j^^y^j^ß^ 

6in(2tiÄ) ^ ^ 

Die Function, in welche sich dieser Ausdruck für ^ = r verwandelt, 
sei 0(x, q>)] sie wird, mit F(x, tp) verbunden, wie auf S. 193 zur 
Bestinmiung desjenigen Potentials v, verwandt, welches zu v, addirt 
V giebt. 

Dort wurde v, aus Lösungen zusammengestellt von der Form 

sm 2Ä ^t* 
wo Uf, der Differentialgleichung (6) aus I. 341 genügt 

(6)... -äif;r+r'-Qp-+r-^---^j^ 

während hier U eine Lösung der ähnlichen Gleichung (a) ist, wenn 
man in derselben nur 

(c) ... ^ = "2^ 

setzt Die Lösung U von (b) wurde aus Aggregaten von vier 
Classen zusammengestellt, nämlich aus Produkten 

Jy (Xrt)co8yi//, Jy(lri)»innp 
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fUr gerade und für ungerade v, wo v die ganzen Zahlen von bis 
oo durchläuft. Die Gleichung (a) wird durch ähnliche Aggregate 
&(jp)^{%u) integrirt, wenn die @ jene Functionen erster Art des 
elliptischen Cylinders sind, über welche I, § 103—105 u. 109 aus- 
führlich gehandelt wurde. Au dieser Stelle wollen wir auch die 
Constante X in die Bezeichnung aufnehmen, indem wir die im End- 
lichen überall endliche Lösung der Gleichung (M. vergl. 1. 405) 

^'f +(i>l''cos29) + 4»,)@ = 

durch ^y{lhq>) bezeichnen. 

Ich erinnere daran, dass die @ in vier Glassen zerfallen, deren erste die 
Functionen von der Form 

@(At, qp) = ^a^ + ajCos2qp -\- a.^cos4qp -| 

enthält. Eine zweite (blasse enthält nur die Cosinus der ungeraden Vielfachen 
von q>y während in den beiden anderen die Sinus statt der Cosinus vorkommen. 
Die Coedicienten a in der ersten Classe sind die Näherungszaliler eines einfachen 
Kettenbruchs (I, (67j), nämlich von 

-ifo ^- 1 

dessen Partialncnner sämmtlich von der Form &(n'— «) sind, wo 6 nur von X 
abhängt, indem nämlich gesetzt wurde 6A^ = If). Für z hat man die ver- 
schiedenen Wurzeln der transcendenten Gleichung zu nehmen, welche der Aus- 
druck dafür ist, dass die unendlich entfernten Näherungszähler Null sind. Diese 
Wurzeln sind sämmtlich reell; die Methode, durch welche sie bis zu einer be- 
liebigen Grösse mit beliebiger Näherung berechnet werden können, ist im I. Bde 
angegeben. Man weiss, dass 



n 





Null ist, wenn fi und v verschieden sind, gleich einer Constanten, für die man 
1 nehmen kann, wenn sie gleich sind. 

Die Functionen @ konnten noch in einer zweiten Form dargestellt werden, 
nämlich I. 414 durch Reihen, die nach Functionen des Kreiscylinders fortschreiten, 
und die besonders bequem ist, wenn auch die Functionen der zweiten Art auf- 
treten. Die dortigen Andeutungen vervollständigend mache ich darauf 
aufmerksam, dass die Differentialgleichung für @ und % sich nicht ändert, wenn 
man q> und X mit ^n — q> und Xi vertauscht. Daher hat man, wenn eine 
Function der ersten Classe @ die dort durch (68, d) gegebene Form 

2J^ (iX cos qp) — iV, J^ (iX cos qp) + iV, J^ {iX cos qp) — etc. 

besitzt, dass Functionen einer zweiten Classe von der Form sind 

2 J^ (ilsin qp) — iV, J^ (Äsin qp) -f JVj J(Asin qp) — etc., 

während die dritte und vierte Classe statt der J mit geraden die mit ungeraden 
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Indices enthält. Die Fimctionen z>veiter Art des elliptischen Gylinders % ent- 
stehen aber aus den @ durch Vertauschung der J mit K. 

Eine Function Vj, die allen Bedingungen, welche v — v^ zu er- 

ftllen hat, wirklich genügt, ist die Function 

^' " 4i 2h ;S ^^ " ^ ' ^^ ®rßh m) ' 

wenn die Gonstanten c gehörig bestimmt sind, wenn femer u den 
Werth Yon ti für ^ = r Yorstellt, so dass man hat 

u = log(r+|/?=I), A = -^Y- 
Man entwickele die Function F— (Z> in eine Fourier'sche Reihe 
%(x, y)- 0(x, q>) = £Uq>)^m i*(?-+ '^>'- , 

80 dass die f als bekannte Functionen von q> zu betrachten sind. 
Femer entwickele man jede dieser Functionen f in eine Reihe, die 
nach den @ geordnet ist Man hat dann 

1 n^ 

n ^ 



Dies sind die Werthe von c, welche man in den vorstehenden Aus- 
druck fbr Y, einzusetzen hat, damit er sich auf dem Mantel, fdr 
« = 11, in die vorgeschriebene Function verwandele. 

Zweite Methode. Wie auf S. 193—195 können wir auch hier 
eine zweite Methode anwenden, und v in u, -f u, zerlegen, wo u^ der 
vorstehende Ausdruck für v, ist, wenn man in demselben statt 
O setzt Der wesentliche Unterschied beider Methoden beruht auf 
der Bestimmung von u, , welches sich , wie oben v, , für a? = A in 
C(?> y)i fttr op = — A in i7(j, y), ausserdem sich aber für ^ = r (oder 
« = u) in verwandeln soll. Die Lösung erfordert, dass man solche 
Werthe A auffinde, für welche 6(X, tu) Null ist 

lieber das 'Aufsuchen solcher Werthe von X ist das Folgende zu bemerken: 
In die Function @(A^iu), die, wenn wir an dieser Stelle, des kürzeren Aus- 
drucks halber, nur von der ersten Classe handeln, eine convergente Reihe (1. 406) 
ist, von der Form 

6(A, tu) = \a^'\- a^ cos 2tu + a^ cos 4tfi + • • • , 

setze man für das Verhältniss von ofp er,, etc. zu a^ ihre VVerlhe, die, wie 
der Kettenbruch oder I. 406 zeigt, bekannte ganze Functionen gleichen Grades 
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von z und jl~^, und zwar On : or^ vom fi*^° Grade, sind. Selzt man noch für 
u den festen Werth u und nimmt eine ganze Zahl n gross genug, so wird 
@(l, tu) durch Oq mal einer ganzen Function ii^° Grades von z und Xr^ mit 
bekannten Coefficienten dargestellt, wo z und k ausserdem so zusammenhängen, 
dass a^ (also angenähert an+i oder besser On-^i -Oq* die ganze Function von 
X~^ und z vom n-j-l^" Grade) Null sein muss. Aus den beiden Gleichungen 
M**° und fi + l**° Grades, die zwischen z und X~^ bestehen, nämlich den Glei- 
chungen Q(X, tu) = und On+i = 0, hat man die Wurzeln X und z auf- 
zusuchen; für jeden einzelnen Werth von X werden alle dazu gehörenden Func- 
tionen ®y(X, tu) sich» wenn u = u gesetzt wird, in Null verwandeln. 

In einem anderen Falle kommt es darauf an, für ein gegebenes X die 
Wcrthe von u oder q> zu finden, für welche resp. @(X, tu) oder @(il, cosqp) 
Null werden. Nachdem man die Function &(^X, q>) durch die ersten Glieder 
der Reihe ersetzt und dadurcli zu einer ganzen Function fi'^° Grades von co&2,(p 
gemacht hat, sucht man die Werlhe von cos 2^ auf, welche sie zu Null machen. 
Diejenigen Wurzeln, welche reell und grösser als 1 sind, gleich cos2tti gesetzt, 
geben die gesuchten u, während diejenigen, welche kleiner als 1 sind, die ver- 
langten q> liefern. 

Nachdem ich im I. Bande die Functionen des elliptischen Gylinders ein- 
geführt und dort über einige Eigenschaften derselben gehandelt habe, werden 
diese Functionen hier zum ersten Male auf derartige Fragen angewandt, mit 
denen sich dieser zweite Theil beschäftigt, ohne dass das weite Gebiet von 
Fragen, welche diese Functionen, die Grenzen der von Lam^ selbst eingeführten 
Functionen Ey schon hinlänglich durchforscht wäre. Indem ich hier einen 
Mechanismus angab, durch welchen man die Wurzeln X oder cos2tu oder cos 2^ 
aufsuchen kann, fehlt zur Vollständigkeit noch die Angabe der Mittel, welche 
zeigen, wie gross man n wählen muss um den gewünschten Grad der Näherung 
zu erreichen, oder welche zeigen, dass die Gleichungen zur Ermittelung von 
cos2()p oder cos2iu wirklich reelle Wurzeln haben. Gehen die Produkte 
@(^)@(tt/) in die bei dem Falle des Kreiscylinders vorkommenden Jy(Xr)cosvtp 
über, wo \p dem q>, logr dem u entspricht, so findet man, wie bekannt, für 
ein bestimmtes X unendlich viel Werthe r, welche J(Xr) zu Null und eine 
endliche Anzahl von Werthen cost^, welche cosvt// zu Null machen. 

Macht man, wie auf S. 194, u^ = H-^Z, so hat man in unserem 
Falle 

wenn das Summenzeichen |^ sich auf alle Werthe X bezieht, welche 

bewirken, dass die zu ihnen gehörenden, in unendlicher Anzahl vor- 
kommenden Functionen &y(X,iix) Null werden, imd wenn zugleich 
die Gonstanten c so bestimmt sind, dass 

^2:cyi®,(x,(p)&,(x,iu) 

gleich der gegebenen Function fi(g,g>) wird. Wir zeigen hier, wie 
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diese Bestimmung geschieht. Den Ausdruck für Z hierher zu setzen, 
wflrde flberfltlssig sein, da bereits S. 194 gezeigt wurde, durch welche 
Vertanschungen er aus H gewonnen >yird. 

Es mögen @^(A^tu) und ^y(l,%u) zwei Gylinderfunctionen sein, 
welche f&r ii =s u sich in Null verwandeln. Von den beiden Aggre- 
gaten 

e^(ii, t«) -^ e.a ^) - e.a *«)^ e/A, tu), 

hat das erste fllr qp = und q> =:2n gleiche Werthe , das letzte 
für 11 = u und k =: — u den Werth Null. Setzt man 

80 folgt hieraus, dass 

öy/ (cos2tti— cos2y)rW'öfi 

— u 

Null ist, sobald nicht zugleich l mit / und fi mit v übereinstimmt. 
Sind nftmlich X und / yerschieden, so schliesst man aus der par- 
tiellen Differentialgleichung (a) dieses Paragraphen, dass obiges 
Integral mit A'— /' multiplicirt Null ist; bei gleichem X und / zieht 
man aus der Differentialgleichung für @ 

-Ä-e.a9))+(iÄ'cos29)+40e.a9>) = 0, 
zunächst die folgende 

®fi(X, q>)(&y(l, q>)dq> =y @^(A, •ii)e,.(A, %u)du = 0. 
-ti 

Hieraus folgt 

=y e^(A, q>)®y{K q)dq>r^f,{K iu){§,^(X, tfi)cos2tMÖii 

— n 

/n /*27r 

e^ ( A, tu) 6„ ( A, tii) du / 6^ (X, qp) 6k ( A, y) cos 2q> dq>, 

—II 

d. i. die zu beweisende Gleichung. 

Wenn X = l und ^ = y wird, so bleibt das Integral, fElr welches 
in den fibrigen Fällen als Werth gefunden war, von yerschieden. 
Setzt man den Ausdruck 
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/27I 


den man aus den Goefficienten a von @ bildet, gleich 2rr.[y], und 
berücksichtigt, dass mau hat 



80 wird 

/27I /•u 

d(pj [e(A, g))e(A, •ii)]*(cos2ffi - ooB2q>)dq> = 2uyr. M, 

u — u 

und man findet den Goefficienten c in H schliesslich durch die Glei- 
chung 

Cyi = -^ — f T / ^y/ (cos2ttt — G0B2g>)fi(Q, g>)®y(l, q>)®y(l, iu)du. 

§ 59. Das Vorstehende wird genügen, um zu zeigen, wie die 
Lösung der Aufgaben, welche wir für den Gylinder mit kreisförmiger 
Directrix behandelten, sich gestaltet, wenn die Directrix eine Ellipse 
ist Es soll schliesslich noch eine Frage, welche auf ähnliche Glei- 
chungen führt wie die vorhergehenden, berührt werden, nämlich 
nach dem Gesetze der Schwingungen von gespannten Membranen. 
Die bekannte Gleichung, auf deren Lösung es ankommt, 

integrirt man durch particuläre Lösungen, von denen z. B. solche, 
welche sich für ( = in Null verwandeln, sind 

tr = usinmA^ 
wenn u der Gleichung 

ö'u , a'u , ,3 ^ 

genügt. Bei kreisförmigen Membranen mit dem Radius r erhält man 
particuläre Lösungen für to von der Form 

sin mXt cos v%l) Jy (Ar), sin mh sin v\p J^ (>tr), 

von denen jede einzelne einen Schwingungszustand darstellt, der 
einen bestimmten Ton begleitet. Soll w am Rande der Membrane 
mit dem gegebenen Radius r Null sein, so hat man in der ersten 
oder zweiten von den oben angegebenen particulären Lösungen 1 
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80 ZU bestimmen, da49s diese Zahl eine Wurzel der transeendenten 
Gleichung Jr(lx) = ist, was also auf unendlich viele Arten ge- 
schehen kann. Nimmt man für l irgend einen Werth, der dies 
leistet und sind l', X", etc. die kleineren Werthe, so ist ir nicht nur 
auf dem Kreise mit dem Radius r Null, sondern auch auf den con- 

X'x >l"r 
centrischen mit den kleineren Radien -y-, — p-, etc. Z. B. für 

v = wird ein Kreis mit dem Radius r sich in Ruhe befinden, wenn 

149 
man l = setzt-, die concentrischen Kreise mit den Radien 

üfr, 3^r, AVt, ^r 
werden dann gleichfalls in Ruhe bleiben. 

Ein zweites System von Knotenlinien erhält man, je nachdem 
der Schwingungszustand der ersten oder zweiten Lösung entspricht, 
nämlich die geraden Linien, auf welchen cost^i^ resp. sint^i^ Null 
ist Endlich würde auch der Schwingungszustand 

ein solcher sein, bei dem das erste System von Knotenlinien, die 
concentrischen Kreise, mit dem früheren übereinstimmt, während 
das zweite solchen Geraden entspricht, auf welchen ceo^vtif-^-küinvip 
Null ist 

Von der Gleichung, welche sich auf elliptische Membranen be- 
zieht, erhält man particuläre Lösungen 

Binmlt&y(Xy q>)&y(X, tti), 

welchen unteren Index v man auch den 6 ertheilt, d. h. für welche 
Wurzel a man auch die @ gebildet hat, und welcher von den vier 
Klassen diese Functionen auch angehören. Wird X so bestimmt, 
dass (&(X,iu) Null ist, so werden sämmtliche Zahlen u, welche die 
aus dem festen X gebildete Function @(il, iti) zu Null machen, ein 
System von Knotenlinien geben. Anstatt diese Werthe u direct auf- 
zusuchen, kann man nach den trigonometrischen Functionen der- 
selben, nach cosfti auflösen. Diejenigen reellen positiven Wurzeln 
costti^ welche grösser als 1 sind und welche den Factor &y(X, iu) zu 
Null machen, geben das erste System von Knotenlinien, die den con- 
centrischen Kceisen im vorigen Falle entsprechen, welche durch 
Auflösung der Gleichung Jy(Xx) gewonnen wurden. Diejenigen 
Wurzeln cositi, welche kleiner als 1 sind, also einem imaginären 

U«in«, AnweadoBgen der Ka^lfunctionen. 2. AufL 14 
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u entsprechen würden, setze man gleich cos 9). Sie machen den 
Factor ®y(l,q>) zu Null, so dass hier, in dem allgemeinen Falle, 
beide Arten von Linien durch Auflösung derselben Gleichung 
gewonnen werden, die sich in dem specielleren Falle in zwei 
spaltet, in die Gleichung Jy(Xr) = und, je nach der Klasse, in 
coQvq> = oder smvtp = 0. 

Indem die Euotenlinien zum Theil einem constanten u oder q, 
zum Theil einem constanten g> entsprechen, besteht also das eine 
System derselben aus Ellipsen, das andere aus Hyperbeln, welche 
sämmtlich confocal mit der Ellipse sind, welche die Membrane be- 
grenzt. 



Zusatz znm Tierten Kapitel. 

Ueber Entwickelungen nach Gylinderfunctionen. 

(a) In dem vorstehenden Kapitel, ebenso wie in dem 2^'* und 3^^ des 
folgenden Theiles, treten Entwickelungen von continuirliclien Functionen einer 
Veränderlichen f(r) nach Gylinderfunctionen erster Art, und zwar der zweiten 
und dritten Ordnung, auf. Man sucht nämlich Constante a so zu bestimmen, 
dass man fOr alle Werlhe r von bis r hat 



(1)... r(r) = |Soi/,(Är), 



die J mögen Functionen der zweiten oder dritten Ordnung sein. Hier ist y 
irgend eine feste ganze Zahl, die Null eingerechnet, und der Buchstabe X, nach 
dem summirt wird, stellt die sämmtlichen verschiedenen Wurzeln einer trans- 
cendenten Gleichung vor, entweder der Gleichung Jy (Xx) = oder von 

(2) . . . XJ'y(Xr) + hJy(Xx) = 0, 

wo h eine positive Constante bezeichnet. Diese Wurzeki sind sämmtlich reell; 
zu jeder positiven gehört eine gleiche negative, so dass es genügt, in (1) nur 
die positiven Wurzeln einzusetzen. Der Index X von a in (1) bedeute» dass 
diese Constante sich auf die Wurzel X bezieht. 

Wir handeln zunächst ausschliesslich von den Functionen J der zweiten 
Ordnung. 

Dass die Wurzeln X sämmtlich reell sind, zeigt sich unten; dass ihre An- 
zahl unendlich sei, folgt sofort aus dem Werthe, den Jy (6) für d = 00 ein- 
nimmt. Man hat nämlich nach I, 247, je nachdem v gerade oder ungerade ist, 
für d = 00 die erste resp. zweite der folgenden Formeln 

r ]^Jy (0) = cos Ö + sin ö, f"*"* ^Jy (6) = cos ö — sin fl. 
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Die Untersuchungen über die Verlheilung der Wurzeln im Endlichen für 
jedes V sind noch so unvollkommen, dass ich über den Gegenstand hinweggehe, 
der bisher nur solche Resultate geliefert hat, welche auf der Hand liegen. 

Aus den Tafeln, welche die Werthe von J^ und J^ enthalten*) könnte 
man Jy durch die Recursionsformel I. 243 successive berechnen. Man würde 
dann eine ähnliche Gleichung finden» wie die, durch welche Poisson aus sinr 
und cosr die Gylinderform dritter Ordnung %py darstellt (M. vergl. unten § d)\ 
bequemer findet man sie durch Anwendung der Kettenbrüche, und erhält so 
aus der allgemeinen Formel I. 284 unmittelbar 

2 fr \^-^*^ 

iI(>r+2)"VT 

wenn die Z und JV, die Näherungs- Zähler und Nenner eines Kettenbruchs, 
folgende Reihen vorstellen, die man bei t^^ abbricht: 



2Z,J,(r)-rJV,J„(r) = ^ {!-y'-'j^^,(r). 



7-1 " r *■ V-^ ("-PC"- 2) ( r' Y 



y+l \2>' ' (y-\-\)v 

etc.. 



(" - 2)(>' - 3)(y - 4) / r' Y 



(y + \)v(y—i) V 2.4.6 

"" v+1 2.4^ (v + i)v 2.4.4.6 

(6) Während der folgenden Rechnung setze man f(r) stall •/^(r). Dann 
genfigt f nach I. 236 der Gleichung 

Hier setze man ar für r und erhält 



ir('^) = (^-.v)rw. 



Hieraus entsteht 



/(4 - .-OfWfW* =/V(>,)^(r *gr))*. 



Eine zweimalige Integration durch Theile verwandelt die rechte Seite in 



wo das letzte Integral mit 





vertauscht werden kann. So erhält man 



(X*-a*)/'f(ar)f(i.r)rdr = t[ar(<n)f(J.r)-irßx)f(at)]. 



*) Bessel hat solche Tafeln berechnet, Hansen sie erweitert; man findet sie 
auch in einem Aufsätze von Herrn Schlomilch, im 2. Bde seines Journals und in 
den Stadien etc. des Herrn Lommel. M. vergl. die Angaben I. 189. 

14* 



/ 
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Es sei erstens l eine Wurzel der Gleichung Jy(Xx) = fQ't) = 0; dann 
verwandelt sich die rechte Seite in 

Ist a eine andere Wurzel derselben Gleichung, so wird dieser Ausdruck Null, also 

f'f(ptr)f(lr)rdr = 0. 



Ist aber a = 1^ so wird 

f\f(hr)Yrdr 



der wahre Werth von ^, nämlich von 
d. i. gleich 

i(rf'(Ar))' = ^[xJ'r(Xx)Y. 

Diese Gleichung kann man noch durch I. 243, (ja) transformiren; ist nämlich 

Jy(6) = 0, so wird Jl(d) = — Jy^i(ff) und man hat den Satz: Das Integral 

f 
Jy{ar)Jy(hr)rdr 



ist 0, wenn a und X verschiedene Wurzeln der Gleichung J^Qx) = sind. 
Wird aber er = A^ so ist das Integral 

= i[r/.+,(Ar)]'. 

Aus dem ersten Theil des Satzes folgt, dass die Wurzeln X sammtlich reell 
sind. Wäre nämlich X eine complexe Wurzel, so nimmt man für a die con- 
jugirte an. Dann würde rJy(ar)Jy(Xr) positiv, also das Integral hiervon, 
nach r zwischen und r genommen, positiv sein, und nicht gleich Null, wie 
es nach dem obigen Satze sein sollte. 

In ähnlicher Art Gndet man, wenn l zweitens eine Wurzel von (2) 
vorstellt, 

fKar)fßr)rär = rfW -nf±^ , 

Ü 

also 0, wenn a eine von X verschiedene Wurzel von (2) bedeutet, woraus 

wiederum folgt, dass sämmllichc Wurzeln X reell sein müssen. Ist aber a = X, 

so sucht man den wahren Werth von % auf. Die Differentialgleichung, welcher 
f genügt, zeigt, dass man hat 

irr'ßr) + nXr) + (kr - ^)fßr) = ; 

eliminirt man beim Aufsuchen jenes wahren Werthes f\hr) vermittelst dieser 
Gleichung, und f'(Xx) durch (2), so entsteht schliesslich 

[Mh-)Yrdr = ii+^-,^-!L(y^(Xr))>. 

(c) Vermittelst dieser Gleichungen kann man die Goefficienten a in (1) 
unter der Voraussetzung bestimmen, dass die Function f sich in eine derartige 



/ 
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Reihe entwickeln lasse, die im gleichen Grade convergirt. Man findet nämlich 

(3) . . . ai = ^ff(r)J,(lr)rdr, 



WO man, je nachdem X eine Wurzel der Gleichung J,^(Ar) = oder von (2) 
ist, die erste oder zweite von den Gleichungen zu nehmen hat 

b = i[rJ.+,ar)]». 6 = ß'+f^f-"' [Mlx)y. 

Zum Abschlüsse wiederhole ich hie^ dass, wie bereits S. 201 gesagt wurde, 
in einer Arbeit*) ,, Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Gauchy" 
sich allgemeine Untersuchungen über die Entwickelung einer continuirlichcn 
Function nach Functionen linden, welche u. a. die Cyiinderfunctionen und die 
Kreisfunctionen als speciclle Fälle unter sich enthalten. Aus denselben folgt: 

Wenn for eine gegebene continuirliche Function f(r) die Reihe (1), in 
welche man für die a die Ausdrücke (3) einsetzt, in gleichem Grade von r = 
bis r = r convergirt, so stellt sie auch f(r) in diesem Intervalle dar. 

Z. R. hat man, wenn o eine Constante bezeichnet und man J statt Jy 
setzt, ab Entwickelung von J(^ar) nach den Functionen J(Xx) 



J(ar) _ 2 q k Jßr) 
J(ar) ~ r O a'-l' J'ßr) ' 



wo X eine Wurzel der Gleichung J(Xx) = ist; JXXx) lässt sich mit —Jy^i^Xx) 
vertauschen. Ferqer hat man 

J(^) ^or« ^ jW_ 

aJ'(ar) + ÄJ(ar) "" ^^O (a'-r)[v'^(X'+h'')v'] J(Xx) ' 

wenn X der Gleichung (2) genügt. 

(d) Ein ähnliches Verhalten zeigen die Cyiinderfunctionen dritter Ordnung 
tfßy (r) (S. I. 240). Es wird sich auch hier um Entwickelungen nach Functionen 
^y(Ar) handeln, wo die X Wurzeln der Gleichung %lßy(Xx) = oder der wie 
(2) gebildeten unten folgenden Gleich. (4) sind. Dass solche Wurzeln in un- 
endlicher Anzahl vorkommen, zeigt man ebenso, wie das ähnliche Verhalten für 
die Wurzeln unter (a) nachgewiesen wurde, nämlich indem man für unendlich 
grosse 6, je nachdem v gerade oder ungerade ist, die erste oder zweite Glei- 
chung erhält 

,/»x X x 2sinö ,^v . .... 2cos^ 

Man beweist dies auch I. 241, woraus man zunächst erhält 

- •"-» Oipy (a) = / V<») (z) e*^' iddz; 

—1 
eine Integration durch Theile verwandelt die rechte Seite in die Summe von 

e.öp(»)(l) _e-'tf ?(")(- 1). 

♦) Borchardt, J. f. M. Bd. 89, S. 19—39. Man füge dort in (4) rechts den 
fehlenden Factor hinzu, setze in (4*) — m («) für J(«r), in (5) ^l^y^i (^r) statt 

% ar). 
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und eineoi Integrale, welches vernachlässigt wird, da es mit mulliplicirt noch 
endlich bleibt. Hiermit ist der Beweis der obigen für d = oo gellenden Aus- 
drücke von l//(ö) geliefert. 

Die Functionen xfjy lassen sich aus i^^ und i^^, oder besser, wenn man 
den in (14, a), I. 240 vorkommenden Factor 

3.5.7...(2v + l) 
mit 

vertauscht, aus 

, V 2sinr , . 

tp^(r) = —^, ip.,(r) = cosr, 

durch eine Gleichung 

sini* i^y^-i 

zusammensetzen, die ebenso wie die entsprechende im § a aus 1. 284 unmittelbar 
folgt, und die Poisson im wesentlichen gegeben*) hat (Vergl. I. 83). Hier 
bedeuten Z und iV folgende Reihen, die man bei H*" abbhclit: 

2 _,__!L. '•' I ("-OC^-^). r* 

' ^ 1 ■l.(2v-[-l)''" 1.2 1.3.(2y + lX2»— 1) ' 

AT _,_?::ii r» (>-2)(r-3) 

*■" 1 3.(2».+ l)^ 1.2 3.5.(2v-|-lX2i'-l) 

(e) Aus der Diflerentialgleichuug von t^,.(r) oder kürzer tf/(r) 

findet man, 







Ist erstens X eine Wurzel der Gleichung tfßy^lx) = 0, so verwandelt 
sich die rechte Seite in 

verschwindet also, wenn a eine von A verschiedene Wurzel der Gleicliung 
tp(ax) = ist. Setzt man aber a = X, so giebt der vorstehende Ausdruck 

ir'[V/;(Ar)]' = ir'[Vx+i(Ar)]'. 

Hieraus erhält man z. B. 






V^K+i(^r) 

Ist zweitens X eine Wurzel der Gleichung 

(4) . . . Xif)',(Xx) + hyj,(Xx) = 0, 



*) Theorie mathematique de la chaleor, Paris, 1835, No. 82, S. 161. 
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so wird ferner 



also 0, wenn man für a eine von l verschiedene Wurzel von (4) setzl, aber 

lur X = r. 

Mit Hülfe des erwähnten allgemeinen Satzes erhält man das Resultat: 
Die Reihe 

in der man setzt 



ai = ^/'f(r)tl,r(lrydr, 





und durch 6 den ersten oder zweiten von den Werthen bezeichnet 

b = ir'[V>,+,(Ar)]', 

je nachdem X die positiven Wurzeln der Gleichung tpy (Ar) = oder von (4) 
vorstellt, ist gleich der continuirlichen Function f(r), zwischen r = und 
r = r» sobald die Reihe in gleichem Grade von r = bis r convergirt. 

Die Realität der Wurzeln wird hier ebenso wie im vorigen Falle, der 
sich auf die J bezog, bewiesen. 

(f) Aehnliches lässt sich von Reihen sagen, die im 2. Kapitel des 111. Theiles 
vorkommen werden, die nach Sinus oder Cosinus von 1- fachen Rogen r ge- 
ordnet sind (wenn r zwischen und r liegt), wo X aus Gonstanten h und t 
durch die erste resp. zweite von den Gleichungen 

AtangAr = — A, AtangAr =.Ä 
bestimmt wird. Setzt man 

^ - rA'+A(l + rA) ' 

so werden die Reihen resp. 



j^fcsinAr/ f(r)smlrdr, 







[^6 cos Ar/ f(r)cos/urdr. 





wenn sie in gleichem Grade convergiren, gleich f(r) sein, vorausgesetzt, dass 
die Function f(r) von r = bis r = T contiuuirlich bleibt. 

Cg) ^ir schliessen mit der Angabe des allgemeinen Resultates, welches 
in der erwähnten Abhandlung abgeleitet wurde. 

Es handelt sich, wie in den vorhergehende drei Fällen, um die Ent- 
Wickelung einer von r = bis r = X continuirlichen Function f(r). 
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Wie bisher die Entwickelung nach Functionen Jy(ar), ttßr{ar)t sioar 
oder cos ar erfolgte, so soll sie allgemeiner nach gegebenen Functionen 0(^0, r) 
geschehen. 

Bisher durchlief o die Werlhe Ji der Wurzeln einer transcendenten Glei- 
chung Jy(lx) = oder l^r(^r) = 0, oder von 

iJ.(lx) + hJy(lx) = 0. 

oder einer ähnlichen. Jetzt soll er allgemein die Wurzel einer Gleichung 
cf(V) = durchlaufen, wo G)'(a) mit G)(a) nicht zugleich 0, auch niclit im 
Endlichen unendlich wird. 

Die sollen folgende Eigenschaften besitzen: 

d) Es soll 

0(z, r)dz 



h 



nach 2 auf einem Kreise mit unendlichem Radius integrirt, werden. Geschieht 
dieses, so lässt sich 0{ptyT) in eine nach Functionen 0{Xyr) fortschreitende 
Reihe entwickeln. Diese Reihe, speciell für die Entwickelung ?on J^{pr\ 
fmdct man im § Cy für tpr(ar) im § d. Für sinor^ wenn man 

Gj(a) == ofcosar + Äsinar 
setzt, ist sie 






sin Ar, 



wo das Zeichen + so zu verstehen ist, dass das Glied der Reihe mit dem 
kleinsten k das positive Vorzeichen erhält und die Glieder abwechselnde Zeichen 
besitzen. 

6) Die nach den 0(^1, r) fortschreitende Reihe für 0(^a, r) soll in 
gleichem Grade convergiren, wie das in den drei speciellen Fällen zutrifft. 

c) Es soll eine endliche Function g von r existiren — in den drei 
speciellen Fällen ist sie resp. r, r^ 1 — so dass 

'eß, r)d(n, r)gdr 



f 





Null ist, wenn ju eine von k verschiedene Wurzel der Gleichung w(a) = 
bezeichnet, nicht Null ist für /u = X. 
d) Das Integral 



f ^{^^r)x(r)gdr 



Ü 

soll nicht für alle Werthe, die man a ertheilt, Null sein können, ohne dass 
die Function ^(r) Null ist. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, und convergirt die Reihe 

ff(r)e(i.,r)gdr 
f{d{X,x)y9dr 



in gleichem Grade, so ist sie zugleich die Entwickelung von f(r) nach den Func- 
tionen 0(Xy r). 
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Fünftes KapiteL 

Der Kegel. 

§ 60. Der Scheitel eines Rotationskegels wird zum Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Goordinaten x, y, z gewählt, und die Rotations- 
axe sei die Axe der X. Man führe Polarcoordinaten ein und setze 

X = rcosö, a = seo^rj^ 

y = rsindcost^^ fr = «sinijcoscc;, 

Ä = rsrndsinip, c = «sinijsincc;, 

logr = ^, log« = a, tff—(o = (p, 
r^O, 0<ö</r, ^n<\p<n; *^0, 0<i7</r, —n<,u<n. 

Dann ist d der Winkel, welchen der Radiusvector r vom Scheitel- 
punkte nach dem Punkte \x, y, z] mit derjenigen Richtung der Ro- 
tationsaxe (der positiven) bildet, welche mit der positiven X-Axe 
übereinstimmt 

Die Aufgal^en, zu deren Losung das Material hier zusammen- 
gestellt wird, beziehen sich auf das Potential zunächst in einem 
Räume, welcher durch den Mantel eines (halben) Rotationskegels 
begrenzt wird. Bezeichnet 0^^ eine Gonstante zwischen und ^n, 
so ist die Gleichung eines solchen Mantels d = 0^. Durch die 
Festsetzung, dass d^ ein spitzer Winkel sein soll, ist zugleich die 
positive Richtung der X-Axe bestimmt; die Unbestimmtheit im Grenz- 
falle 0^ = \n ist unerheblich. 

Es handelt sich dann erstens um die Bestimmung des Potentials 
V in einem der beiden Räume ^ ^ ^o) welches sich auf eine Masse 
mit gegebener Dichtigkeit k bezieht , die im Räume resp. ^ ^ ^o 
vertheilt ist, zweitens um das Potential v einer Flächenbelegung 
des Mantels ö = ö^, in den beiden Räumen <0^ und ö > ö^. 
Aehnliche Aufgaben können auch fdr die drei und mehr Räume 
behandelt werden, in welche der ganze Raum durch zwei oder 
mehr Flächen = 0,^, ö = ö, , etc. zerschnitten wird. Der Bogen 
0,, der (s. 0.) unter n zu nehmen ist, kann dann selbstverständlich 
nicht immer unter ^n gewählt werden, wie es für 6^ freistand. 
Wir setzen fest, dass ö^ < ö, <n sei, während noch immer 
^0 <i^ bleibt. Ist Masse mit der Dichtigkeit k in dem Räume 
^0 < d < d, vorhanden, so kann man das Potential V in den beiden 
Räumen 0<ö<öj^, d^<0<:n auffinden; ferner ist das Flächen- 
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Potential y auf den beiden Mantelflächen = 6^ und 6 = 6^ ge- 
geben, so lässt es sieh in den drei Räumen ö < ö,,, ö^, < ö <: öj, 
ö, < ö < TT ermitteln. 

Sind t] und zwei Werthe der Goordinaten 0, welche Punkten 
angehören, die in demselben oder in verschiedenen von den beiden 
oder von den drei getrennten Räumen liegen, so kann man immer 
die positive Richtung der Axe der X so bestimmen, dass nicht 
beide Bogen 17 und zugleich, sondern höchstens einer von ihnen 
grösser als ^n wird. Dies wird mit Rücksicht auf das unten fol- 
gende Additionstheorem (25) bemerkt. 

Die Gleichung Jy = verwandelt sich nach Einführung der 
Polarcoordinaten in die I. 303 fUr T gefundene, auch hier, im zweiten 
Bande, bereits auf S. 81 vorgekommene 

d\rY) , 1 d f^ . /)iM . _J ^'v _^ 
'' dr' "^ sinö dd V®^^^ öö / + sin'Ö öip" "" ^• 
Führt man q = logr statt r ein, so entsteht aus ihr 

ö>v , öv , ö'v , , ^ öv , 1 ö'v ^ 
^ + ■0^ + ^30^ +"^^^^W + rii^ ÖV^ = ®' 
Diese Gleichung kann hier nicht auf dieselbe Art integrirt 
werden wie bei den Untersuchungen über die Kugel. Dort hatte 
man nämlich Lösungen aufzufinden, welche zugleich mit ihren ersten 
Differentialquotienten nach d und tp, aber nicht nach r, im ganzen 
Räume zwischen zwei Kugeln, von denen eine event. den Radius 
oder oc besitzt, continuirlich bleiben, während hier, ausser der 
Continnität der Function selbst noch die der Differentialqnotienten 
nach r und tfj, nicht nach 0, in zusammenhängenden Räumen ge- 
fordert wird. 

Wir suchen zunächst eine geeignete Entwickelung von T, der 
reciproken Entfernung von Punkten [x, y, &] und [a, b, c], oder von 
Punkten (r, 0, tf/) und ($, tj, w) auf. Man hat 

|/r'— 2r*cosy + *' ^2 [cos K^ — a) — cos y] 

Der Satz von Fourier giebt*) 







ycosat— oosy 



^) M. vergl. I. 300—301. Dort wurde bereits kurz über die Kegelfunctionen 
gehandelt, welche in diesem Kapitel ihre Anwendung finden; ebendaselbst sind die 
Arbeiten citirt, in welchen Herr Mehl er diese Functionen einführte. 
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Bedeutet x irgend eine Zahl, so setzen wir 

/oQ\ ftCw)/ \ i^ n cos o^do 

(23) . . . S:^\x) = - — Q,^%{in%l -7. ■ - -— , 

^ *^ ycosat + x 

wo die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Die Gonstante, 
welche das Integral multiplicirt, ist nach der Bestimmung des Herrn 

Mehler so gewählt worden, dass man hat ^(0)=1; unendlich 
wird das Integral nur für o? = —1. 

Unter der Eegelfunction f (x) werde ich das arithme- 
tische Mittel aus Ä^(ir+0.0 und Ä^(aj-0.t) verstehen*); im 
allgemeinen ist daher jt^(a;) = f (x), und nur dann unterscheidet 
sich I von ^ (und damit ändert die hier gegebene Definition der 
Engelfunction die ursprüngliche in einem Falle ab), wenn x eine 
negative reelle Zahl und zugleich absolut grösser als 1 ist. 

Nach der Festsetzung unter (23) wird, wenn man einen Buch- 
staben % einfährt, erhalten 

yr.* 

(24)... s^/" eo»Kg-<T) t.(_coay)rf^. 

J COS^TTI ^ ' 

Ehe wir zu weiteren Umformungen der rechten Seite dieser 
Gleichung übergehen, handeln wir über die verschiedenen Aus- 
drücke der Eegelfunction durch ein Integral, betrachten 
aber nur den Fall eines reellen x. 

1) Wenn x positiv ist und 

a) 0? > 1 , so setze man a; = cos M und verstehe unter B die 
positive Zahl Dann lässt sich I (cos 0t) oder, was dasselbe ist, 
j((co80) durch folgende Integrale darstellen 

^ -«, ^.v . /** cosaudo f^ eosauda 

-^r(cosöO = cos /u Tri/ = / . - 

y2 -^ ycoscri-f cosdt ^ y cos öt — cos ai 

= tcotg/ufr»/ ^ 

^ ycosot — cosöt 

Diese von Herrn Mehl er gefundenen Ausdrücke beweise ich im 

*) Herr Mehler bemerkt in seinem Osterprogramm (Elbing 1870), dass die 
Kegelfunction ebenso wie beim Kegel sich auch beim Rotationshyperboloid ver- 
wenden lüsst. 
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89. Bande von Borchardt's Journal*) durch die Methoden yon 
Ganchy. Aus je einer von den Gleichungen 

/QO^fizdü _ /* sin fjiz dz _ 

yCOSÖt— COSÄt ^ }/c08Öl— COBÄt 

in denen die Integration nach der complexen Zahl z über das 
innere Ufer eines Rechtecks erfolgt, welches die vier Punkte 

ii = — oo, Ä = oo, C == oo-\-m, D= — oo — m 

zu Eckpunkten hat (wo unter oo das auf reellem Wege Wachsende 
zu verstellen ist), ergiebt sich nämlich fast ohne Rechnung, dass 
in der obigen viergliedrigen Gleichung für I das erste Integral 
gleich dem zweiten, resp. dass es gleich dem dritten sei. 

Jedes der obigen beiden Integrale nach z setzt sich nämlich aus vier Inte- 
gralen zusammen, die successive über die Wege AB, BC, CD, DA zu nehmen 
sind. Die Integrale über BC und DA sind Null, da der Zähler der Function 
cos /US resp. sin^is imd der Integrationsweg endlich, der Nenner, d. i. die Qua- 
dratwurzel, unendlich wird. Daher ist jedes der Integrale über DC gleich dem 
Integrale derselben Function über den inneren Rand von AB* Man beachte 
dass im ganzen Innern von ABCD niemals cos0i — cos;(t negativ und reell 
wird; der reelle Theil der Quadratwurzel hieraus wechselt daher nicht das 
Zeichen, sondern bleibt positiv, wenn wir ilm für einen Werth von z positiv 
nehmen. 

Der Weg DC umfasst die Punkte s = a; + m, wo x von — oo bis oo 
wächst; daher sind die beiden Integrale nach z auf dem Wege DA resp. 

/con^uxdx . /** vos uxdx 

_^ ycosdi-^cosxi *^^ ycosöi + cosa:t 

d. i. nach (23) resp. 

TT ^2^' (cos öl), n |/2tangjU7rt f'(cosöi). 

Wir kommen zu der Integration auf dem innern Rande von AB, so dass, 
wenn e eine unendlich kleine positive Grösse bezeichnet, z die Gerade ü = x -{- ei 
zu durchlaufen hat, wo x von — oo bis oo wächst. Wir haben die Quadrat- 
wurzel im Nenner der zu integrirenden Function auf diesem Wege zu verfolgen, 
auf dem wir noch die Punkte — 0-\-m und d-\-ni in*s Auge fassen müssen. 

Man hat 

cosöi — cosÄt = (costÖ — cüsir.cose) — tsinta?sine. 

Der reelle Theil dieses Ausdrucks ist negativ von x = — oo bis ^ = — ö, femer 
von d bis oc ; er ist positiv von x = — 6 bis x = d. Der imaginäre TheU 
ist positiv für negative x, negativ für positive x, Ist q eine behebige, p eine 
positive Zahl, so werden die mit positivem reellen Theile genommenen Wurzeln 
aus — qztp^ bekanntlich durch folgende Gleichungen gegeben 

_ /- 7±7i =^-i<i+i yp'+q'± ihq+i }'p^+?' 

*) Einige Anwendungen der Residaenrechnung von Cauchy S. 23 — 27. 
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Bei uns wird p unendlich klein, also, je nachdem q positiv oder negativ ist, 
der reelle oder imaginäre Theil der rechten Seite unendlich klein und man 
findet, dass 

ycosöt — cosat 

auf dem inneren Ufer von AB ist 

t|^co8a?i — cosÖi von x = — oc his j;=— ö, 



cosöt — cosxi „ x= — d „ X = 0, 



— tycosa?t — cosöt „ x = „ a? = oo. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn man nach a über den Weg AB inte- 
grirt, sei 

/cos/izdz __ Z*^ cos fix dx 
l/cosdi — cos»i ^ ^ 



"ffcosdi — cos»i «^^ ycosÖt — cosa?i 



}/cos0%—' cos St '^ y COS xi — COS Oi 

Hierdurch ist die viergliedrige Gleichung für t(cos0iy bewiesen. 

6) Wenn aber « < 1 ist und man « = cosö, < ö < ^ setzt, 
80 wird 

fr -M, ^v . /** CO» au da f^ eonauida 

— =^r(COSa) = COSiUTlt / = / -r.^zrz - - 

y2 •;, ycosat+cosÖ -^ ycosa— cosö 

Man erkennt dies aas der Gleichung 

r QOB^fisidz 

•^ l^cos« — cosö 

in welcher die Integration auf dem inneren Ufer eines Rechtecks 
erfolgt, welches die vier Punkte 

zu Eckpunkten hat. 

Man findet nämlich, wenn man wie oben verfahrt, dass das Integral über 
CD Null wird, weil die zu integrirende Function verschwiudet; ferner dass 

ycoss — cosö 
auf dem inneren Ufer von BC ist, für z = n-{'yi: 

— f y'cosyt-j- cosÖ von y = bis y =z oo; 
auf dem inneren Ufer von AD ist, für s = — ^ + y»' 

tj^costy-]- cosö von y = bis y = cci; 
auf dem inneren Ufer von AB ist, für z = x: 



i|/cos6' — cosa? von x = — n bis x=^—0, 

y'cosa? — cosÖ ,, x = — ö ,, X = 0, 
»J^cosö — cosa? „ x = „ X = n. 
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Setzt man diese Ausdrücke in das Integral nach z ein, so erhält man sofort 
den angegebenen Ausdruck von f(cos0). 

2) Wenn x negativ reell ist und 

d) X = —eoBdi, (1. h. x negativ und grösser als 1, so wird 
nach (23) 

Ä^(-cosW+0.t) 

|/2 .r f^ cos afA da /•* cosa^do "1 

"" TT ycosoft— cos(Öt+0.0 •{ y cos oi— cos öl J 

In dem ersten Integrale hat man die Wurzel aus einem Ausdruck 
— piO.i zu ziehen, wo p positiv ist; diese, wenn man den unend- 
lich kleinen reellen Theil positiv nimmt und dann zur Grenze über- 
geht, verwandelt sich (s. o.) in dhi^p. Demnach lässt sich das 
erste Integral nach der viergliedrigen Formel unter 1, d) durch 
I(cosdi) ausdrücken, so dass man erhält 

Ä^(-cosöt+0.t) 

Y2 . /•* cosa^da _-. .^. ^^ 

= — — eoBfim / -f-icos^yytr (cosW). 

^ •^ y cos ai— cos W 

Nimmt man das arithmetische Mittel aus den beiden vorstehenden 
Werthen, so erhält man schliesslich die Gleichung 

1/2 . /•* cos a^ da 



f^")(-cosÖt) = l^eoBTifiif 



g y cos ai — cos öt 

6) Setzt man für x eine negative Zahl, die kleiner als 1 ist, 
also x = COS0, wo man \n <d <n zu nehmen hat, so ist I = ^ 
und t(x) wird in diesem Falle durch die rechte Seite von (23) 
ausgedrückt; auch die Gleichung unter 1, b) bleibt in diesem Falle 
gültig. 

Wir finden also u.a. das Resultat: Die Eegelfunction 

f^^\x) lässt sich für alle Werthe von x, mit Ausnahme der 
Werthe x = — cosi^, durch das Integral 

y2 . /•* cos a/u da 



&\x) = ^(iosfinif 



yeoBoi + x 

darstellen. 

Durch die Substitution a = logis nimmt dies die Form an 



j^ _cos^m^ /•- 

u 



isA^'"*dg 

yi+2»x+»' 
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Versteht man unter 6 eine positive Zahl, so ist ferner 

^2 . /** cosa^udo 



v2 f" 



y l^cosot— cosöt 

Anmerkung. Die Werthe von l^^ für ein unendliches fi er- 
hält man durch die im I. Bande angegebenen Methoden. So findet 

man als angenäherten Werth erstens von fCcos^) 






V** ^" 



1^2 «^ l^coso — cosö 

I 
und nach der Substitution a = d^ß 






V.ß- '^ 



y2-/ y2sin(Ö-i/?)sini/? 

Man macht fiß = x, wodurch die Grenzen von x Null und fid 
werden, überzeugt sich aber leicht davon, dass es genügt, wenn 

man nur bis 0)//ü integrirt. Das Integral unterscheidet sich dann 
nur um einen von 1 unendlich wenig verschiedenen Factor von 






V'^sinö*^ )//usind 

80 dass man mit Herrn Mehl er findet 

t"(cosö) = -, (u = oo\ 

Um zweitens den angenäherten Werth von t"(cosÖi) zu er- 
halten, gehe man von der Formel aus 

*"/ /JN )^2 f^ cos aju da 
r (cosöi) = - — / ■ 

^ ^Q ycosöt — ooscri 

— V^ f^ ^^^ ^^ eo»ßf^ + sin dfjt sin ßfi. ,^ 
" ^4 Vcosöi— cos(Ö— /?> 

Setzt man statt des Nenners das Produkt 



.AS r 



/^ 



|/^ ' cosöt — cos(0 — /?)t ' 
und bemerkt, dass der zweite Factor fbr /? = in 



/ 



— »Bin« ' «*— « 



-# 
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übergeht, so giebt der 4. Satz I. 62—63 sofort 

Behandelt man drittens das Integral für f (— cosdi) auf gleiche 
Art, und bemerkt, dass es genügt, das Integral bis zu einem end- 
lichen Werth, nicht bis oo zu nehmen, so erhält man 

tßi^ ü'\ 2ooBfjini cosOuÖ+M) 

Aus den verschiedenen Formen für I findet man, mit Herrn 
Mehl er, wenn unendlich gross und fi endlich ist, ohne Schwie- 
rigkeit 

^ ^ TTtangOi/rt) L '^ J ^e"^l^ "^ J )V-lJ 

und wenn ii unendlich gross aber 6 unendlich klein, doch so be- 
schaffen ist, dass fxd ein endlicher positiver Werth x wird 

§ 61. Wenn die Eegelfunctionen auf diese Art definirt sind, 
so findet man, ähnlich wie bei den Eugelfunctionen (I, (52)), ein 
Additionstheorem für die Eegelfunctionen. Hier beschränke ich mich 
darauf, es in dem Falle anzugeben, dass die beiden Argumente x 
und yy auf die es sich bezieht, zugleich grösser oder zugleich kleiner 
als 1 sind. Es wird das Additionstheorem für die Eegel- 
functionen durch die Gleichungen ausgedrückt: 



(25) ... » = xy— ix^— 1 yy— Icosqp, 

_ ^, (4T/^^:ri|9rnycosvg) d^r^x) ffT^yl 

t W-^-2, (4^>^i)(4^^*+9)... (4^34.(2^-1)') dx^ 3y 

Hier kann man für beide Buchstaben x und y positive 
Zahlen setzen, oder für einen eine positive, für den an- 
deren eine negative Zahl. Ist nämlich entweder x>y>\ 
oder j; < y < 1, so kann man x auch einen negativen Werth 

ertheilen. Die Quadratwurzeln |/a:-— 1 und V'y* — 1 erhalten 
das Zeichen von x resp. y. 

Für den Fall, dass x und y positiv und grösser als 1 sind, hat 
Herr Mehler diese Gleichungen im wesentlichen angegeben. Er 
findet nämlich durch eine Methode, welche allerdings eine unmittel- 
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bare Uebertragung auf andere Fälle nicht zulässt, für K^(fi) in 

diesem Falle, d. i. also zugleich fhr V{%)^ wenn wieder x = costd 
und y = cos ii; gesetzt wird, die Formel 

r(Ä)=^J'il^B^cosv9), 

wo man unter A folgende Function von x zu verstehen hat 

1 /*" 

ily = — / (C08Öl + »8illö«C089))"++"/"C08l'g)d</) 



= y - • -=7 — ,v^ — \' ^ .V (— tsintö)-*'/ (cosöt— cosoty"*cos/iado. 
^ TT i7(v-.^)/I(-^-^t)^ % / f- 

Man erhält hieraus £,. durch Vertauschung von 6 und o? mit i/ und 
y, und von /u mit — ^. 

Um den Beweis der Gleichungen (25) vorzubereiten, zeigen 
wir, dass die Kegelfunctionen nichts anderes sind als Kugel- 
functionen, deren oberer Index n imaginär ist. Hierdurch 
ist der Gang unserer ferneren Untersuchungen vorgezeichnet, und 
man hat nur geringe Modificationen der früheren Entwickelungen 
zu erwarten. 

Definirt man für positive x, wie I, (5), die Function erster 
Art P durch 

nP^(x) = / (a? + cos g) . ]/aj'— ly dq>, 



wo rechts auch n mit — n—l vertauscht werden darf*), und Q wie 
1. 161 (25, c) durch ein Glied der Doppelgleichung 

•^ (a? + cosfii.ya?*— 1) *^ 

doch so, dass im Querschnitt (für ein Xy welches kleiner als 1 ist) 
^(a?) das arithmetische Mittel aus 0"(a; + 0.t) und 0"(j;— O.t) be- 
deutet, so erhält man, wenn x eine positive Zahl bezeichnet, 
die beiden Gleichungen 

(26) . . . r{x) = P^-^^\x) = r^^\x\ 

r^r-x) = -^^}^^lQ-^^f'\x)^(r'^^\x)\ 
Die erste von ihnen hat Herr Mehl er gefunden. 

*) Unter einer nt«n Potenz von z hat man hier die (eindeutige) Hauptpotenz 
zu verstehen. Hauptpotenz z**, wenn z nicht eine negative reelle Zahl bedeutet, ist 

die E^onentialreihe für e**'^^', wenn man dem natürlichen Logarithmus löge einen 
imaginären Theil giebt, welcher zwischen — 771 und m liegt. 

Heine, AnwenduDgen der Kugelfunctionen. 3. Aufl 15 
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Anmerkung. Wie allgemein FT*"^*" mit P^^~^* zusammen- 
hängt, zeigt die erste Gleichung auf I. 207. 

§ 62. Zu diesen Beziehungen zwischen f , P und Q gelangt 
man, wenn man davon ausgeht, dass T derselben Gleichung wie 
y, also 

% = [2(cosf(^ — a) — cosy)]-* 
der folgenden 

-g^ + ^g^+COtgö-^ + ^j^^;^-iS=0 

genügt. Multiplicirt man dieselbe mit cos/u(^ — a)d^ und integrirt 
von — oo bis ex, so folgt unmittelbar, dass das Integral, also nach 

(23), dass Ä^(cosy) ein Integral von 

(27)... |^ + cotgö§+^|^-(^'+i)Ä = 

sei. Hier treten die in y vorkommenden Bogen ij und ta als Con- 
staute auf; setzt man 17 = 0, so verwandelt sich y in und man 

findet, dass ^(cosd) ein Integral von 

(27, o)... -g-+cotgÖ-^-(^'+i)y = 

ist, gleichgültig, ob einen reellen oder imaginären Bogen be- 
zeichnet. Setzt man n—d statt 0, so ändert sich die Gleichung 
nicht; da femer JS(cosd) fElr = endlich bleibt, während 
Äcos(rr — Ö) fllr ö = unendlich wird, so sind S^(eosd) und 

Ä^(— cosö) zwei verschiedene Integrale von (27, a). 

Setzt man — -^ + ^t = n oder — ^— ^i = n, so geht (27, a) in 
(6) auf I. 49 und (27) in I, (51), die Gleichungen der EugeUuno- 
tionen von cos^ resp. cosy über, und die Kegelfunctionen sind 
daher in der That nichts anderes als Kugelfunctionen mit imagi- 
närem oberen Index 11= — i+jut. Das Additionstheorem fbr die 
Kegelfunctionen erster Art lässt sich also, indem man durch die 
Differentiation von t(x) nach x Zugeordnete bildet (welche ftr 
endliche x endlich bleiben, wenn nicht x= —1 gesetzt wird), 
genau auf dieselbe Art ableiten wie dies für die Kegelfunctionen 
auf der Seite 312 im ersten Bande geschah; nur die Bestimmung 
der dort auftretenden Gonstanten a würde eine besondere Betrach- 
tung erfordern. 
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Wir beweisen nun die Gleichungen (26), und zwar erstens 
die erste derselben; hier sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
a) Es sei X = costd und 6 reell und positiv. 
Diesen Fall behandelt Herr Mehl er, indem er in das Integral 

' pn(x) = — y% + co89).]/i^=n[)"d9 



fbr g> eine neue Veränderliche er durch die Gleichung 

a?+ >''a?*—l.cos9) = cosid— isintdcosg) = c" 

einfllhrt, so dass a, während q> von bis n wächst, von 6 bis 
— abnimmt Man findet also 

^y^\.o F cos öt — cos Oft 

d. i. nach § 60, 1, ä) gleich ^(x) und endlich gleich f^(a?). 

Anmerkung. Indem man dieselbe Transformation in dem 
Ausdrucke auf der rechten Seite von (35, f) in I. 215 anbringt, 
erhält man das dritte Glied der Gleichung des Herrn Mehler fdr 
Ar im § 61. 

6) Es sei 0? = cosö, O<:0<\n. 

Setzt man cos^ — isin^cosg) = 2^ so hat man, um das Integral 
f&r P nach g> von bis n zu nehmen, nach z über die Gerade zu 
integriren, welche die Punkte a = cos 0— »sind und b = coBd-\'%siiid 
verbindet. Diese ist parallel der Axe des Imaginären. Es wird 

j ^ 1 dz__l dz 

'^■" sinÖsinqp » ~ ~» |/l-2acosö+"»' ' 

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist; Null wird sie nur an den 
Endpunkten a und b. Das Integral, welches gleich ^P"(cosd) ist, 
wird also 



= -*/-WT 



yi-2zeo8Ö-4-s' ' 

wenn das Integral über die Gerade ab genommen ist. Dafbr kann 
man die Integration auch über den ganzen Bogen des Einheits- 
kreises (des Kreises um den Anfangspunkt mit dem Radius 1), 
welcher a und b verbindet, ausführen. Denn die zu integrirende 
Function verschwindet nicht in dem Innern des Kreisabschnittes 
zwischen der Sehne 06 und dem Bogen ab, verschwindet nur in 
den beiden Punkten des Bandes a, b. Auch bleibt z'* im Ab- 

15* 
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schnitte continuirlich und eindeutig, da z dort nicht negativ reell 
wird. Setzt man dann & = e^S so durchläuft z den Bogen, wenn 
a von — ö bis Ö wächst. Daher wird 

P ' ^ (cosÖ) = — — / =^« 

^ r 2 *i_ö V CÖ8 a — cos Ö 

Nach § 60 unter 1, b) ist die rechte Seite t^(cosd), und dadurch 
der Beweis von der ersten der Gleichungen (26) geliefert 

Zweitens beweisen wir die Gleichungen (26), welche sich auf 
beziehen. 

a) Es sei x = cos 0%, und reell und positi . 

Durch die Substitution 



entsteht aus der ersten Gleichung fElr Q im § 61 



l/2.(?-*^^*(cosÖt) =f 



Q ycoscri— cosÖt 
Nach § 60 unter 1, a) zieht man hieraus 

— cosjumO~*^^'(cosÖi) 

TT 

V2 . /•* cosa/uda ... . -« . ^.. 

= — — cos/uTTi/ 4-*wn^7it.r (cosöt). 

^ •^ - j^cosai— cosW 

Vertauscht man hier /u mit — ^, wodurch f^(cosöi) sich (S. 219) 
nicht ändert, und addirt die so entstehende Gleichung zu der vor- 
stehenden , so ergiebt sich (26). — Endlich ist der Beweis derselben 
Gleichung zu fElhren 

6) wenn x = cosÖ, < ö < \n. 

Da das Argument x hier im Querschnitt liegt, also Q(x) das 

arithmetische Mittel aus 0(^+0. t) ist, so setze man, um beide 

Fälle gleichzeitig zu behandeln, je eines der beiden Paare von 

Gleichungen 

cosö+tsinöcosttt = e", a = p+^. 

Während u von bis oc wächst, wächst p von bis oo ohne je 
abzunehmen, und q von 6 asymptotisch zu \n. Man hat daher 

(cosö+tsinöcosfii) ' ^*du = + / —r-:T-.— r-- 

^ "^ ^ ~J smösmtiie-*" 







Das Quadrat des Nenners auf der Rechten ist identisch 2(coBaf — eos^). 
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der Nenner selbst das Produkt der positiven Grösse 

--tsinÖsintiic-*p 

mit i(eo9iq^^mu^q). Derselbe bat also auf dem Integrationswege, 
je nachdem die oberen oder unteren Zeicben genommen werden, 
das positive oder negative Zeichen, so dass in beiden Fällen die 
rechte Seite der obigen Gleichung 



f 



als Nenner einen Ausdruck mit positivem reellen Theile besitzt. 
Als Integrationsweg kann statt der vorgeschriebenen, von ±0% aus- 
gehenden und nach oo-f i^i geführten Gurve eine andere diese 
beiden Punkte verbindende gewählt werden, die in dem Recht- 
ecke bleibt, welches zu Eckpunkten hat 

Wir wählen, um die Punkte +iO nicht zu umschliessen und die 
Linien auszuschliessen, welche in der Entfernung in der Axe des 
Reellen parallel laufen, als Weg das innere Ufer der drei Geraden 
von +d% nach 0, von nach oo, von oo bis oo+ini. Da femer 
das Integral nach a, von oo bis oc+^m^ Null ist, so kann man 
statt des ursprünglich vorgeschriebenen Weges von a den gerad- 
linigen von +0 zu und darauf von nach oc nehmen. Man 
erhält dadurch 

(cos d+i sin Öcosfu)"*""^' du 



c-«/'« da 



/ 



^ y2(co8at^cÖ8Ö) •/ fi 



2(cosot — cosÖ) 

Bildet man nun das arithmetische Mittel der beiden Integrale auf 
der Linken, führt auch im ersten Integral ai statt a als Veränder- 
liehe ein, so entsteht 

*^ |/2(co8 ai— COS ö) «^ v2(cosa — cosö) 

Aendert man schliesslich ^u in — ^ um und addirt die entstehende 
Gleichung zur obigen, so erhält man 

io-»--(c««ö)+i0-'-(coBö) = r-^"^^ 

«-^ 1/ y r p.nR /yi — PI 







y'2 (cos ai — cos ö) 
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und dies ist die zu beweisende Gleichung aus (26), da das Integral 
auf der Rechten, nach § 60, S. 222, gleich ist 

i --^^rC-cosö). 
cos^;7i . 

Ans den Functionen l(w) kann man, ähnlich wie aus den 
Kugelfunctionen, v^^ Zugeordnete bilden, indem man sie p mal nach 
X dilBFerentiirt und mit der i^**'" Potenz von Vj;'— 1 multiplicirt. 
Diese Zugeordneten bleiben, ebenso wie jene Differentialquotienten, 
ausser {\lr x = —l endlich. Man bildet diese Differentialquotienten 
sofort, wenn x positiv ist, indem man den Ausdruck von ff(x) 

}/2 . /** cosa/uda 
- — cosjUTrt/ -- — !l-^ =z- 

^ «^ y cos ai + x 

V mal unter dem Integral differentiirt. Ist aber x negativ, so kommt 
man durch das so eben gewonnene Resultat zum Ziele, nach wel- 
chem t(—x) (im wesentlichen) mit der Function 0(x), also die 

zugeordnete Kegelfunotion mit dem Ausdruck von Q^y^ auf I. 224 



/ 



(« — costü.y«*— l)"cOStl'l?(/tJ 



übereinstimmt 

Den Ausdruck solcher Zugeordneten durch hypergeometrische 
Reihen findet man im § 64. 

§ 63. Bedeutet :&, wie in (25), den Ausdruck 

z = xy — ya?'— l Vy ' — 1 cos^, 

so ist die Function f (s) selbst, und mit ihren Differentialquotienten 
nach g>, (s. d. Schluss des § 62) endlich und continuirlich nach g>, 
wenn z fftr keinen Werth von q) zwischen —n und n gleich 
— 1 wird. 

Es seien, bis die Bestimmung (in diesem Paragraphen unten) 
wieder aufgehoben wird, x und y positive reelle und ungleiche 
Zahlen, entweder beide grösser als 1 oder beide kleiner als 1. In 
dem ersten Falle bleibt z offenbar für jeden Werth von q> positiv. 
Im letzteren Falle, setzt man x = go&6, y = eostj, und nimmt 
und t] zwischen und ^n, so bleibt a für alle Werthe von q> zwi- 
schen — TT und n positiv. 

Da 1(2) und die Differentialquotienten von I nach q> auch 
periodisch nach g> sind, so lassen sie sich nach dem Zusätze zu 
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Diri Chiefs Satz über die Entwickelung von Functionen in trigo- 
nometrische Reihen, der sich auf die Entwickelung periodischer 
continuirlicher Functionen bezieht, (und, aus einer früheren Arbeit 
im Borchardt'schen Journal, I. 56 wiederholt wurde), in gleich- 
massig convergente Reihen entwickeln, woraus man beweisen 
kann, dass man den Differentialquotient von f(2) erhält, indem 
man die Summe der Differentialquotienten aller Glieder der trigono- 
metrischen Reihe für t{&) bildet. 

Setzt man \p--w für q) und cosd und cosi; für x und y, so 
wird f (») der Gleich. (27) gentigen. Entwickelt man femer t"(») 
in die trigonometrische Reihe 

OD 

f^(a) == JJ'iiyCosy(V'— w), 
so wird Uy eine Function von x und y, welche offenbar derselben 
Gleichung genügt, wie die Zugeordneten Py(x) und Ql(x) in Bezug 

auf X, oder wie K(y) und Q'Kj/) in Bezug auf y^ wenn man nur 
n = — ^ -f ^1 setzt, nämlich der Gleichung 

d^u du r v^ 1 

Da f(x) und ff(—x) zwei Lösungen derselben für i' = sind, 
so ist aus den Untersuchungen des ersten Bandes klar, dass die 
Lösungen von (a) für ein beliebiges ganzzahliges v Zugeordnete sind 

Aehnliches lässt sich über die Art sagen, auf welche y in ti,. 
eingeht. 

Ftir V(x) und f"(— «) setzen wir nunmehr ihre Werthe aus 
(26), drücken die ersteren also durch P und die letzteren durch Q 
aus. Man benutzt nun die für die Zugeordneten gefundenen Formeln 
aus L 204 und 206 

I^(x)^— ^ n2n J (^ + cos<p|/aj^-l)"cosyg)d9) 



"^ n2n "^^ ^ dx- ' 

80 wie die aus L 224, L 160 und (e) in L 227 (in Bezug auf die 
Ableitung der letzteren vergl. m. die 1. Anmerkung zum laufenden 
Paragraphen) 
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0."W = ^f|,^^^y*%-eo8it>Yi^i)"eoBi«jrft. 



Man setze diese Werthe zuerst in das Additionstheorem I, (52) 
fttr die Kugelfunctionen erster Art P ein und giebt dort a^y^ die 
Form 

" n n(ti-\-v)n(n — v) 

Dasselbe bleibt noch für «= — ^ + /«, wenigstens wenn a positiv 
ist, gültig, da die Ableitung desselben durch die zweit« Methode 
I, § 76 in diesem Falle noch gestattet ist. Vergl. 2. Anm. zum 
laufenden Paragraphen. (Man sieht aus derselben, dass vorläufig, 
wenn x und y kleiner als 1 sind, r] und unter ^n genommen 
werden mussten.) So entsteht die Gleichung 

_ * , _ £4 ^y^jy^^ij cos vcp &^P-^j^[{x) a'-p-Ki"'( y) 

Eine zweite Gleichung erhält man ftir die Kugelfunction zweiter 
Art aus der vorstehenden, wenn man in ihr gleichzeitig P(z) und 
P(x) mit 0(z) und Q(x) vertauscht, vorausgesetzt, dass x der Be- 
dingung genügt (m. vergl. die I. 334 gegebenen nothwendigen Be- 
dingungen) 



a?-l y—l 

Es muss also ftlr solche x und y, die grösser als 1 sind, x>y, 
für solche, die kleiner als 1 sind, x <iy, also {x = cosÖ, y = cosjy) 
der Bogen 77 kleiner als 6 sein. 

Benutzt man nun die erste der Gleich. (26), so ist die vor- 
stehende Formel selbst das Additionstheorem (25), aber nur für 
positive X und y. Die zweite, Q enthaltende Formel liefert die Er- 
gänzung, wenn maif sie zu der addirt, welche aus ihr durch Ver- 
tauschung von /u mit —^ entsteht. Multiplicirt man nämlich die 
Summe noch mit cos/u/rt und dividirt durch n, so verwandelt sich 
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nach (26) die linke Seite in 



fC-») = Vi-xy + ^x'—l^y'^l cosy), 

während die rechte Seite, abgesehen von den numerischen Gon- 
stanten, welche man aus (25) entnimmt, als Factor von GOBvq) 
enthält 

Versteht man jetzt unter y noch immer eine positive, unter x 
aber eine positive oder negative Grösse und giebt i^aj'— l das 
Zeichen von x, so hat man das Ädditionstheorem (25) mit 
den im § 61 angegebenen näheren Bestimmungen bewiesen, 
— vorläufig freilich, in dem Falle dass x und y kleiner als 1 sind, 
noch mit der Beschränkung für q>, dass cos 9/ positiv sei. So lange 
J7 und unter ^n liegen, ist diese von selbst erfüllt. 

Von diesen Beschränkungen lässt die Formel sich jedoch be- 
freien; man wird auch bemerken, dass im Falle x < 1, y < 1, eine 
der beiden Formeln genügen würde, indem man durch die folgenden 
Betrachtungen aus ihr auch die zweite gewinnen kann. Es ist näm- 
lich sowohl t(coHy) als der Differentialquotient dieser Function nach 
Tj oder eine continuirliche periodische Function von g>, so dass 
man nicht nur wie am Anfang dieses Paragraphen setzen kann 

(6) ... P'(cosy) = SuyGosvq), 
sondern auch, wenn t eine Function von tj und bezeichnet, 

-^^f''(cosy) = 2 ty cos vg>. 

Die letzte Reihe muss ebenso wie die erste in gleichem Grade con- 
vergiren; ihr Integral nach wird also genommen indem man sie 
gliedweise integrirt. Hieraus folgt, dass (b) nach 9, 17 oder da- 
durch differentiirt werden kann, dass man die Reihe auf der Rechten 
gliedweise differentiirt. M. vergl. die Bemerk, auf S. 231. 

Da l(Gosy) und der Differentialquotieut dieser Function nach 
T] oder offenbar continuirlich bleiben, indem bei uns aosy nicht 
—1 werden kann, so bleiben auch u und die Differentialquotienten 
von u continuirlich. 

Wir bezeichnen hier, wo es sich um Werthe von x handelt, 
die kleiner als 1 sind, nicht ganz analog der Bezeichnung bei den 
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Kugelfunctionen, mit f|^, der Zugeordneten, den Ausdraok 



WO i\—x^ das Zeichen von d? erhält, und c eine hier gleichgültige 

Constante vorstellt. Man beachte, dass fi{x\ wenn x vom Positiven 

zum Negativen ttbergeht, sich bei a? = nicht in fjf(— a?), sondern 

in cosyTjfy (— «) continuirlich ändert. Es seien femer a, 6, g, h Con- 
stante. Dann wird u^ weil es der Differentialgleichang (a) genügt, 
von der Form sein 

Uy = [alK?(cosö) + 6f?(— cosö)][^(cosjj)-f Alf(— eosjj)]. 

Setzt man 17 = 0, so würde Uy unendlich, also I(cos7^) nicht con- 
tinuirlich sein, wenn nicht h gleich wäre. Der Ausdruck tir muss 
aber im ganzen Verlauf dieselben Costanten g und h behalten, weil 
u und sein Differentialquotient nach 17 continuirlich bleiben. Folg- 
lich wird A = bleiben für alle 17 von bis an \n. Ebenso be- 
weist man, dass 6 Null ist, dass also 

Uy = agff?(cosi7)tJ^(cosö) 

für alle 17 und d sei, die in Frage kommen. ' Wählt man 17 und 6 
so, dass cos}^ für alle q> positiv bleibt, so kennt man bereits die Con- 
stante ag; dieselbe hat man also ftlr alle 37 und 6 unter \n fest- 
zuhalten. 

Hätte man aber den zweiten Fall des Additionssatzes zu be- 
handeln, also 17 < < ^TT zu nehmen und 

f (— cosy) = f^(— cosjjcosö — sinijsinöcosy) 

darzustellen, so würde man, um die Constanten in Uy zu bestimmen, 

zuerst 37 = setzen. Hierdurch zeigt sich, dass A Null ist, und man 

erhält 

l'" (— cos ö cos jj — sin ö sin 17 cos qp) 

= 2'jKf(cosJ7)[aK!(cosö)4-/Jty(— cosö)]coByqp. 

Nun lasse man wachsen, von einem Werth über 17 bis ^ fr ^ und 
dann darüber hinaus bis yj— ^, wo 17 < S < i^r. Da weder +oosö 
noch — cosy durch —1 geht, so bleibt Alles auf beiden Seiten con- 
tinuirlich und man erhält, wenn man noch q> m n — q) umwandelt 

V (cos 17 cos S + sin 17 sin ^ cos qi) 
= 2'g<?(cosJ7)[af'" (— cosj) -}- ßt" (cosöJcosyqp. 
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Diese Formel muss mit der früheren übereinstimmen; man hat daher 
a = and g gleich der früheren Constanten ag zu setzen. Setzt 
man dies ein, so findet man in d^r That 

f(— cosy) = J?a^(co8J7)f"(— cosö)cosyqp. 

1. Anmerkung. Bei dem Beweise I. §. 53, dass Ql sich durch 
das bekannte Integral darstellen lasse, war S. 227 ausdrücklich vor- 
ausgesetzt worden, dass n einen positiven reellen Theil besitze. Dies 
ist hier nicht der Fall.. Der Umstand aber, dass dieser reelle Theil 
ein negativer echter Bruch, hier — ^ ist, erlaubt es, die Formel 
auch im vorliegenden Falle anzuwenden. Wir müssen dazu das Be- 
weisverfahren, welches I. 225 — 228 angewandt wurde, dem vor- 
liegenden Falle entsprechend abändern und zwar den Beweis von 
(6) in I. 226 modificiren. 

Das dort S. 225 behandelte Integral lo^ giebt offenbar, wenn 
der Buchstabe x, wie bei uns, in der oberen Grenze des Integrals 
vorkommt, statt der dortigen Gleichung (a) eine solche, die man 
aus ihr erhält, wenn man die erste Zeile derselben unverändert 
lässt, ihre zweite Zeile aber durch 

ersetzt, wo A folgende Bedeutung hat 

f ■*■ 

^r /. l/a?'-— 1 deoBq>\ rsinyqp 1 

= r" cosycpismo) ; t^-} i 

l ^\ ^ smqp dx / |/a;>__iJ' 

wo q> den Werth dieser Veränderlichen an der oberen Grenze be- 
zeichnet. Ist diese nicht die Grösse, für welche r verschwindet, son- 
dern nur dei-selben sehr nahe, nämlich durch 

X 

cosflp = eA — ,- 
^ ^x'-l 

gegeben, wo e eine unendlich kleine Gonstante bezeichnet, so wird 
der Faktor von cosyqp gleich 

• 1 

Sm W + -7— ö 7v— ; 

und daher 

ä __ a^i a?cosyy -f ^x^—1 cos(y 4-l) y 
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Da in unserem Falle a-\-l = ^-{-^i ist, so verschwindet also A für 
€ = mit r und die Gleich. (6) auf S. 226 ist bewiesen. Der übrige 
Theil des Beweises bleibt unverändert 

2. Anmerkung. Die Berechtigung zur Anwendung der Substilutionen, 
deren man sicli beim Beweise des Additionstheorems für die P und Q bediente 
(I. 319 resp. 335 unter b), bedarf auch in dem vorliegenden Falle eines com- 
plexen n keiner weiteren Untersuchung, wenn die positiven Zahlen x und y, 
dort X imd x^, grösser als 1 sind. Die Entwickelungen auf S. 319 bedürfen 
aber einer Ergänzung, wenn die positiven Zahlen x und x^ kleiner als 1 sind, 
indem dann eine imaginäre Substitution auftritt, weiche für ganzzahlige n un- 
bedenklich war. 

Setzt man dort 

x = cosö, X, = cos^, < ö < ^n; <: ^ < in, 

so fragt es sich, welchen Weg x durchläuft, während rj auf reellem Wege von 
bis n wächst. Man hat nach I. 39 zwischen x und t], wenn man das 
Imaginäre aus dem Nenner durch Multiplikation fortschaifl, die Beziehungen 

cosw — fsiu)7Cosd 

l-f-siöösinjy 

Setzt man x = — o -f- &*> so wird a mit fj von bis n wachsen, und er^ 
wird der Modulus der rechten Seite obiger Gleichung, also 

1 — sinösinw 

1 4-siudsiu)y 

Hieraus folgt, dass b positiv bleibt, und nicht grösser wird alslogcolgf — j. 

Die Gleich. (34, d) in I. 211, welche unverändert gilt wenn n eine be- 
liebige Zahl bezeichnet, zeigt, dass 

(x, + eos(qp+x) ^x]"-iy. (x + cosx )^i^^)— ' 

sich in eine nach Cosinus der Vielfachen von q>:tX9 ''^P* ^^^ X fortschreitende 
Reihe entwickeln lassen, wenn x und x^ positiv sind und der Modulus des 
imaginären Theiles von Xy <!• i- wenn b kleiner bleibt ab resp. 

Xm ~~~ 1 X '~~ 1 

d. h. als logcotg^£[^ resp. logcolg^d. Diese beiden Bedingungen sind bei uns 
sicher erfüllt, wenn 

log cotg ( 1^ — "2 ) < *%' ^®'e i ?> *ö& ^«^6 ( "4 - 2~) "^ '*^^ ^^ ^ *• 
Die Bogen, deren Cotangenteu zu nehmen sind, liegen unter -— ; die Be- 



dingungen lauten also 



I >ö+£. .-J->ö. 



Sind diese Bedingungen erfüllt, so giebl die Summe der beiden Integrale nach 
X in 1. 319 olTeubar dasselbe, als ob x ^^ reellem Wege von bis TT wächst. 
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In der That hat man nun 

(x + cosx . ^x^—i )-»-! = J'by cos vXf 

wo Gy und by aus I. 211 bekannte Functionen von x^ und o; sind. Die 
Addition der beiden in der ersten von diesen zwei Gleichungen enthaltenen 
Ausdrücke giebt 

22'ay cos vq> cos vx ; 

indem das Integral von 2cos^vxdx von bis ti gleich n wird, hat man das 
verlangte Resultat. 

Das Integral I. 319 

(a — 6 cos iy -}- csin j^)» dfj, 

in welchem nach tj auf reellem Wege integrirt wird, lässt sich, wie ebendaselbst 
gezeigt ist, in 



/"< 





verwandehi. Hier ist 

z = cosdcos^-fs^Q^si^^^^V^y 
also sicher positiv (da 0-{-^<C^n). Aus den dortigen Gleichungen 

— tfc = cos^sinö— cosysin^cosö = cosdyl^a*, 

— tc = sin^sin^ = sind ^i — z^ 

ist klar, dass d reell ist. Man darf also in dem obigen Integral für d setzen, 
wodurch es sich in P^(z) verwandelt. 

Die Untersuchungen über Q, auf S. 335, bedürfen keiner Ergänzung. 

§ 64. Von dieser Stelle an behandele ich ausschliesslich den 
Fall, der fbr das Folgende allein von Wichtigkeit ist, in welchem 
die in z vorkommenden x und y kleiner als 1 sind. In diesem 
Falle kann man die Gleichung der Zugeordneten zu {, nämlich 
Gleich, (a) des § 63, durch Reihen integriren. Setzt man in (a) 
vorübergehend n(n + l) statt ^^+h »^ wird nach Legendre (1. 221) 
eine Lösung derselben durch eine hypergeometrische Reihe ausge- 
drückt, nämlich durch 

(«)••• (4^)*X-"'"+i.i+»''^> 

Herr Hermite, ausgehend von seinen allgemeinen Untersuchungen*) 
über die Lam^ 'sehen Functionen, zeigte, dass man durch Ver- 



*) M. vergl. den am Schlüsse dieses Bandes befindlichen Zusatz zu 8. 221 
des I. Bandes. 
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tauschung von x mit — x, wie in jenem allgemeinen Falle, wiederum 
eine Lösung derselben Di£ferentialgleich. (a) erhalten müsse, nämlich 

w- (4^yx-«'«+i,i+v,-^> 

Bei Herrn Her mite stellt, in dem allgemeinen wie in dem spe- 

ciellen Falle, n eine ganze positive Zahl vor, während v dort eine 

beliebige positive Zahl wird, und dieser letztere Umstand gestattet, 

die Gleich, (a) durch die Lösungen (a) und (/?) vollständig zu inte- 

griren. Denn es lässt sich zeigen, dass immer und nur für y = 0, 

1, 2, etc. n diese beiden Lösungen gleich sind. Auch bei uns, wo 

fbr V eine ganze Zahl, fbr n aber — ^-f jut zu setzen ist, werden 

die Lösungen (a) und (ß) verschieden. 

Wir zeigen zunächst, dass die beiden Lösungen für alle ganzen 
positiven n und y, die letztere Zahl nicht grösser als n genommen, 
gleich sind. Zuerst für v = reduciren sie sich auf die Ausdrücke (6) und 
(c) in I. 18 für P"(a;). Man hat demnach für alle ganzen n, wenn man 
1 — o; = 2ü setzt, 

(y) ... P*(a?) = F(— 11,11 + 1, l,tj) = cos«7r.F(— /f,ii+l, 1, 1 — ü). 
Integrirt man diese Gleichung ymal nach e von bis v, so wird die linke Seite 

_^F(-«,«+l.»+l,e). 

So lange n eine ganze Zahl ist, besitzt diese Reihe eine endliche Anzahl 
Glieder, also auch eine endliche Summe für = 1. Diese wird 

E./ . . . . .N nvn(y—i) 

F(-«, n + i. v + i, 1) = n(v + n)n(.^n--i) ^ 

also, wegen des unendlich grossen iZ(y — n — 1), Null so lange die ganze 
Zahl V nicht n überschreitet. Daher ist das y-fache Integral der rechten Seite 
von (y) nach v gleich 

^^l)!L(,_«/F(_„, „ + ,., + ,. !_,). 

Die Functionen (a) und (ß) sind aber in dem Falle des Herrn 
Hermite oder in dem unserigen verschiedene Integrale, da (a) für 
X = i Null, (ß) aber oo wird. 

Id der That sind dann die Faktoren, welche die hypergeometrischen Reihen 
in (a) und (ß) multipliciren resp. und oc, die Reihen selbst resp. 1 und 
F(— n, n + l, y+1, 1). Ist n = — ^-f-jut und y = 0, so hat die letzte 
Reihe eine unendliche Summe (I. 108); ist v eine grössere Zahl, so ist die 
Summe endlich und von Null verschieden. Aehnlich verhält es sich, wenn fi 
eine ganze Zahl, v eine gebrochene oder irrationale ist. 

Man bemerke noch, dass die DifTerentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe, welche eine Lösung F(^a, ß, y, x) besitzt, auch eine zweite, im allge- 
meinen verschiedene 

(d) . . . aj*-y(l-iry~"-'*F(l-o, 1-/J, y + l-a-/?, 1— x) 
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besitxt, woraus fftr a = — n, ß = n-{-if y = v-\-i die beiden Lösungen 
im Torliegenden Falle entstehen, wenn man x mit ^(l-|-a;) vertauscht. Gleich 
werden die Losungen immer, wenn, wie in unserem speciellen Falle, von den 
Gonstanten 

n(y-t)i7(y--a — /?-!) 77(y-l)Jr(a + /?— y— 1) 
n(y~a-l)/2(y-/?-l) ' JI(o-l)JI(/J-l) 

die erste 0, die zweite endlich und von Null verschieden ist. Man überzeugt 
sich hiervon, wenn man F(a, ß, y, x) durch zwei andere Integrale der DifTe- 
rentialgleichung für die hypergeometrische ausdrückt, nämlich setzt 

F(a,/?,y,a:) = aF(o,/?,a + /? + l-y,l-ir) 

+ 6F(l-a;/~""''F(y-a,y-/?,y + l-a-/?,l-a?), 

und die Gonstanten a und 6 bestimmt, indem man x gleich und darauf gleich 
1 setzt. Der Faktor von h ist aber gleich dem Ausdruck (ß) nach der be- 
kannten Gleichung 

F(a,ß,Y,x) = (l-aT/-"-''F(y-a,y-/J,y,a:). 

Von den Functionen t(x) und t(—x) ist die erste endlich für 
« = 1 und unendlich für a? = — 1, die zweite unendlich für a: = 1 
und endlich für x= —1. Dasselbe gilt von den Produkten von 
ya?'— 1 in die v^° Di£ferentialquotienten von l(x) resp. f(— a;). 
Der Ausdruck (a) verhält sich daher wie I(«), und (ß) wie I(— x), 
so dass 

sich nur durch einen constanten Faktor von (a) resp. (ß) unter- 
scheiden. Man hat also 

(*-^^ -d^ = <TM>^ F(~i., « + 1,1+1^,-2-) 

für positive Werthe von x^ und dieselbe Gleichung, die nur statt c 
eine andere Gonstante c, enthalten könnte, für negative x. Nun 
ist aber nach S. 222, da x absolut genommen 1 nicht überschreitet, 

*ii, X V2 . Z'* cosaaofa 

r(a?) = — — cosium/ . ^ =^- 

^ «^ y cos ai-^x 

Der Werth a; = gehört als Grenzfall dem Falle des positiven und 
des negativen x an. Für a; = reduciren sich die hypergeometri- 
schen Reihen auf dieselbe Gonstante 

F(-ii,n + l, l + y,i); 

es wird daher c^ = c, und dieselbe Gleichung gilt für positive und 
negative x. Die Summe der hypergeometrischen Reihe mit dem 
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letzten Element |, and bieraas c, findet man durch die Gleicbang 

die Summe ist nämlieb gleich 

(irF(i±^, -^, i+v, i) 

Vti IIv 



2" 2»— l+2iut 2y— 1— 2iut 



4 4 

Bequemer, nämlich ohne Benutzung der Hülfsgieichung, bestimmt 
man aber c aus dem Werthe a; = l, der die hypergeometrische 
Reihe zu 1 macht; man erhält nämlich 

Es kommt daher darauf an, den Werth des Integrals 

eosafida 



r 



-oc 



(cos^at) 



av-Hi 



ZU finden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von 



/ 





Das Produkt auf der Rechten reducirt man auf 

n 



ra+f*i)ra-fit) = 



cosjunri 
So erhält man einen einfachen AuBdrack fUr c, and daraus 



(28)... (1-x'f 



dx' 



-i-t) —jj- ^ w, 



^"^''^ = (T^TKi+t"*' i-i»*' 1+^' ^y 



wenn man setzt 

1— irN*»-«/. . . ... l—a? 

1 + 

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (25) des Ad- 
ditionstheorems ein, und macht ausserdem x = cosd^ y =■ costj, so 
findet man: 

Sind 7j und zwei Bogen, entweder beide unter in, 
oder der erste unter ^tt, der zweite zwischen rj und n — rj; 
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liegt ferner q> zwischen —n und -\-n; setzt man endlich 

cosy = cos jy cos ö + sin 17 sin ö cos 9), 

"'"'' [2.4.6.. .(2v)]' ' "'~'^' 

KfCoosÖ) = tang»'iö.F(i+iui, i-ju», 1+», sinHö), 
80 ist das Additionstheorem 

OD 

(29) . . . r(eosy) = ^'oyf"(cosJ7)fy (cosö)cosi'7icosv9). 

Macht man ij = ö = ^tt, so wird f{?(0) durch den Ausdruck 
gewonnen f der oben schon (S. 240), ftlr den Werth ^ des letzten 
Elementes, als Summe einer hypergeometrischen Reihe gefunden 
war. Man erhält dadurch 

^y\yj 2»' JfIK2»'-l+2iut)nK2i'~l-2iut) * 
Setzt man diesen Werth in die Additionsformel ein, so findet man 
die Darstellung von {(cos?)) durch eine trigonometrische 
Reihe 

«^/ N Fl I 4i"'+l o j (4iu^+l)(4iu'+25) , , 1 
n,o.v)-^^[^ + i^^o.2^+ (4^»+9)(V+49) ^«^y+-J 

.r , 4iu'+9 ^ , (4iu'+9)(4iu'+49) . , 1 

wo a und 6 durch die Gleichungen bestimmt werden 

^ = («(-*+ Wil(-i-t.O)-, ^ = ^^. 

Der Ausdruck von a6 ist hier zusammengezogen mit Hülfe der Formel 

Bei der Angabe der vorhergehenden Foimel sind der besseren 
Uebersicht halber die Glieder verschoben, während die Reihe, um 
I für alle % also auch für qp = 0, zu geben, so umzustellen ist, dass 
die Vielfachen von q> in der Ordnung der natürlichen Zahlen auf- 
einander folgen. Uebrigens lässt sich der Coefficient von Qo%vq> 
auch u. a. in die Form bringen 



cosyrr.coSjUT^t 



"(^+4X^-4) 



"(^+4)"(^-4) 

WO für y = die Hälfte zu nehmen ist. 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctiüuen. 2. And. 16 
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§ 65. Vermittelst der im Vorhergehenden gefundenen Glei- 
chungen findet man aus (24) die Entwiekelung von T nach 
Kegelfunctionen. 

In der That, setzt man in diese Gleichung den Ausdruck f&r 

f (— cosy) aus (29) ein, so erhält man für die reciproke Ent- 
fernung zweier Punkte mit den Goordinaten r oder ^, 0,tp 
und 8 oder a, t], (o die schliessliche Form 

1 

T = - - TT- ^'cosy(i// — w) X 
yrs 

/ar ty (cos (n — ö)) ty (cos w) cos /u (o — a) ^—r- • 
\ V y/ \ /y r-\^ y COSjUTI» 

Hier können 17 und z^vi8chen und n liegen, aber für fj ist der 
kleinere von den beiden Bogen zu nehmen (»7 < ö). 

Den Quotienten von ay und cosfi/rt kann man auch durch die 
Formel umgestalten 

(Xy = _2_ n(v + fti^ i )n(v-^fii-i) 
cos^m TT UvIIv 

Wir sind nunmehr im Stande, die Hauptaufgaben zu lösen, um 
welche es sich bei den Untersuchungen über das Potential für den 
Kegel handelt. Zur Abkürzung setzen wir in diesem Para- 
graphen überall f ohne Index für f{!. 

Das Potential v sei als Function von r und xp, (oder von q 
und xff)^ auf dem Mantel eines Halb -Kegels 6 = ö„ oder zweier 
= Oq und 0^0^ gegeben ; man soll es in den beiden resp. den 
drei llaumen aufsuchen, in welche der ganze Raum durch die eine 
oder die zwei Flächen getheilt wird. 

a) Es soll V sich auf einer Fläche = 0^ allein in eine 

gegebene Function, -'=^f(Q,yj) verwandeln, wo /* für r = von tp 

unabhängig sein muss. Wird dieselbe dort unendlich, so findet mau 
streng genommen nicht ein Potential v, sondern den Grenzfall 
eines solchen. Ebenso stellt v dann keinen Zustand des elektri- 
schen Gleichgewichts dar. Die Dichtigkeit x darf unendlich 
werden (M. vergl. S. 62), ohne dass die ganze Masse unendlich wird. 
Man entwickele f in eine trigonometrische Reihe nach xp 

Kq> xp) = l'P^(^)co8yv ^^^'KQ>mv^. 
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Jede von diesen Functionen I^^Kq) ^der f *^^(^), die zunächst schlecht- 
weg durch [(q) bezeichnet werden mag, iässt sich durch ein 
Foarier'sches Integral darstellen, so dass man hat 



•30 



Da die Functionen 

l(cosö)cosju(^ — (;)cosvi/i, f(cosö)cos|u(^ — (j)8invv. 
der Differentialgleichung flilr £ im § 62 genügen, so wird 



00 — » 



mal coByv' oder sin^V' ^^^ Ausdruck sein, welcher der Differential- 
glQichung für 2 gentigt, sich für = 0^ in das Produkt von eoBvxff 
oder siny^; und f^g) verwandelt, und für < ö^ endlich bleibt. 
Man hat demnach: Die Function 



/ 



— 00 



-^^p^ (f (•')((t) cosyv + p)C<T)8inyv;)C08iU (p - c)dia 



ist das Potential, welches sich auf der Kegelfläche in die 
gegebene Function f(^qy xp) verwandelt und im Innern der Kegel- 
fläche endlich bleibt Vertauscht man den Quotienten I(cos0):f(cosdo) 
mit I(— cosö):f(— cosÖ^), so ist der entstehende Ausdruck v«, das 
Potential im äusseren Räume. 

Die obige Formel kann man offenbar mit 



r 



•00 



r — 7j — 

f(cosö) . V .. v^ 

^7 — ^ cosjuCo — - a)cosy(tZ^ — (o)du 
f(cosöJ "^^^ ^ ^^ ^ ^ 



vertauschen; für Va erhält man den Ausdruck, welcher aus dem vor- 
stehenden durch VertauBchung des Quotienten t(cosd):t(cosd()) mit 
I(— cos ö) : f (— cos Öq) entsteht. 

Diese Formen verschaffen uns unmittelbar x^, die Dichtigkeit 
der Belegung des Kegelmantels für die Green'sche Function. Was 
S. 90 in Formel (6) durch Vodo bezeichnet wurde, ist hier in einem 

Punkte («, ö^,, (o) des Kegelmantels ö = ö^ gleich f(a, io)s^d(od8, da 

16* 
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das Oberfiächeuelement 

vcird; man hat daher als die Dichtigkeit derjenigen Belegung 
im Punkte (s, ö„, oi) des Mantels, welche der Green'schen 
Function für den Pol (r, 0, xfi) im Innern des Kegels ent- 
spricht 

1 ^f r f(cosö) / N / N^ 



Xo = - 

27i'^«lVÄ8itt/?^ 



— X 



Liegt der Pol im äusseren Räume, so giebt dieselbe Formel die 
Dichtigkeit, wenn man nur und d^ mit n — d und n—d^ yertauschi 
Die Green'sche Function selbst entnimmt man sofort dem 
Ausdrucke von T am Anfange dieses Paragraphen. Für den Pol 
im Innern, der hier durch («, i;^eo) zu bezeichnen ist, wird sie im 
Punkte (r, 0, yp) des Inneren 



/" 



1 00 

Gt, = — — 2,av cos vn cos v{yp — «) X 

i(— C08flJf(C083y)f(C08g)C0SiU(g— g)djU 







f(cosÖQ)co8iu;rt 



Liegt aber der Pol («, i;, ro) im Aeusseren , so hat man im Punkte 
(r, ö, 1/0 des Aeusseren 



/ 



c© 



1 
Ga = — 7=r-^ aKC08v;rcosy(Uf — co)X 

f(co8ÖJf(— co83y)f (— cosg)cosju(g — a)d/u 



f(— cosÖjcosjurrt 

Endlich suchen wir die Dichtigkeit x der Flächenbelegnng des 
Mantels d = d^ auf, welche die Potentiale y» und Va auf dem Bfantel 

selbst zu —^((Qftfi) macht. Diese ist nach S. 91 

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, hat man 

f(cosÖj dd ^ ' t(— cosöj dO ^ ^ 

fUr 6 = 0^ zu bilden; man kennt aber das einfache Verfahren, 
welclies den Werth einer solchen Verbindung von zwei Lösangen 
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einer linearen Di£ferentiaIgleicIiaDg zweiter Ordnung reducirt. Nach- 
dem man die bei demselben eintretende Constante dadurch, dass man 
= macht, bestimmt hat, erhält man für das obige Aggregat 

_2 eosjum 

n Oy sin 6^ l(cos 0^) f (— cos 0j 

Setxt man dies ein, so findet man als Dichtigkeit im Punkte 
(r, 00, VO 



X = 



2;'J^d(oy^^f(a,(o)daX 



4n^rhm0^ _„ 



/"" oo8jM(g---g)eos»(<^--ai)co8f<ygt p 
a^f(eo8eo)f(-cosöo) ^' 

6) Nach denselben Prinzipien bildet man das Potential v^^ 
welches sich an den beiden Flächen = 0^ und ö = ö, in 
gegebene Functionen r^^fo(Q,yO nnd r-*/i(^, i/;) verwandelt, 
und endlich bleibt, wenn 0^ < < 0^ ist. Man findet 



>i/r ^ */ 



/ 



— 71 — 00 



» 

wenn man setzt 

. _ f(C08g)f(— COSgJ — f(— C0 8g)f(e08g,) 

"^^ "" f(C0SÖJf(-C08ÖJ-f(C08ÖJf(- C08ÖJ ' 

wo femer die fortgelassenen, den I anzuhängenden oberen und 
unteren Indices ju und v sind, und A^^ aus A^^j durch Vertauschung 
der Indices und 1 entsteht. 

Hieraus findet man die Dichtigkeit, welche der Green'schen 
Function für den Pol (r, 0, xp) entspricht, wo ö^ < ö < ö, ist. Man 
liest sie aus dem vorstehenden Werth von Xo ab, indem man dort 
den Quotienten I(cos0):I(co80o) durch A^^ oder A^^ ersetzt, je nach- 
dem es sich um die Belegung des Mantels = 0^ oder = 0^ handelt. 

Es wird überflüssig sein, die Resultate noch für andere Auf- 
gaben derselben Art hier abzuleiten. Wir schliessen unsere Unter- 
suchungen ab, indem wir näher auf ein oben, unter d) gewonnenes 
Resultat eingehen. 

Der dort gefundene Ausdruck Xo giebt die Dichtigkeit der 
idealen Vertheilung von Masse im Punkte {s, 0^^ w) des Kegel- 
mantels, welche die Wirkung des Poles (r,0,xi/)y mit der Masse 1, 
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in den zusammenhängenden Theil des Raumes ersetzt, in welchem 
der Pol nicht liegt, oder er giebt die Dichtigkeit der Elektricität, 
welche auf dem Mantel des Kegels durch den im Pol befindlichen 
elektrischen Massenpunkt 1 erregt wird. Hier tritt nun der Fall 
ein, dass im Scheitel des Kegels die Dichtigkeit unendlich werden 
kann, während die ganze Masse, die auf irgend einem endlichen 
Theile des Mantels lagert, sogar auf solchem, in welchem der 
Scheitel sich befindet, endlich bleibt. 

Wir behandeln nur den einfachsten Fall, in welchem der Pol 
auf der Axe, und zwar in der Entfernung 1 vom Scheitel liegt 
Hier ist also = oder ö = tt, je nachdem der Pol sich auf der 
positiven oder negativen Seite des Kegels befindet, so dass von 
ihm aus gesehen der Kegel concav oder convex erscheint. Man 
hat also zu setzen ^=0, r = l, ö = oder n; 0^ ist, wie schon 
im Eingange, S. 217, bestimmt wurde, nicht grösser als ^^r. Da- 
durch wird der Ausdruck der Dichtigkeit im Mantel, je nach der 
Lage des Poles, im ersten resp. zweiten Falle 

1 /'* GOBfiadfi 



Xo = 



4n'^s\sme,^_^ fCcosöJ 

cos^ac/ju 



— 1 / cos/ 

"" 47r7«'.sinÖ, -1^ !"(- 



cos OJ 

Den Wei-th , welchen die vorstehenden Integrale für « = oder 
a = — oc annehmen, auf dessen Ermittelung es hier ankommt, 
findet man mit Herrn Mehler auf folgende Art: 

Um die beiden Fälle nicht einzeln behandeln zu müssen, setzen 
wir im ersten ö^,, im zweiten n — O^ gleich X, und fahren einen 
Buchstaben a durch die Gleichung al = n ein. Man geht davon 
aus, dass (S. 221) _ 

«Ai/ IN V'ä Z*^ cos am da 

r(cosX) = — — / ^ =- 

^ ^Q ycosa— cosÄ 

fttr ein reelles ju nicht Null werden kann, weil das Element des 
Integrales positiv bleibt. Dagegen verschwindet f genau an einer 
Stelle, wenn ^u die imaginären Weiiihe von bis ai, oder bis — ai, 
durchläuft. 

Es ist nämlich 

^H ^ /cos a— 008 A 
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offenbar positiv (ao bleibt nämlich unter tt), während f"(cos>l) 
schon negativ sein muss, wie man sieht, wenn man das Integral 
von bis X in eines von bis ^l, und eines von ^A bis A theilt, 
das letzte aber durch die Substitution X—a = ß umformt. Dadurch 
erhält man nämlich 

—=rt^(eoBX) = / . =r eosaada; 

y2 ^ Lycosa — cosX yco8(a — >l) — cosAJ 

das Element des Integrales auf der rechten Seite ist hier negativ. 
Daher geht r*, wenn ju von bis a wächst, einmal durch 0, 
und zwar genau einmal und so, dass an dieser Stelle der Diffe- 
rentialquotient von f' nach ^ nicht verschwindet. Denn, 
abgesehen von einem positiven constanten Faktor, ist derselbe 

/^ amnafida 
Q Vcosof— cosX 

also negativ, da das Element des Integrals positiv bleibt. Die 
Function f ' selbst nimmt also ab, wenn ju von bis a wächst. 

Dieser Werth von fi, der f"* zu Null macht, heisse «; er 
liegt, wie man sieht, zwischen ^a und a, und man hat daher 

in <.€X<in. 

Lässt man ju alle Punkte eines unendlichen Rechtecks durch- 
laufen, dessen vier Eckpunkte sind — oo, (x>, oc-f öi, — oo + ot, so 
wird V nur für einen Werth von ju, nämlich fttr ^ = ei, gleich Null. 

In der That, bezeichnet man solche Punkte durch g + hi, wo 
h kleiner als a sein muss, so wird 

TT -^ __ /"^ aosgaiQOshada Z'^&mgttismhada 
}/2 ^ ycosa— cosÄ ^ Vcosa — cosA 

Soll die Function { verschwinden, so muss auch ihr imaginärer 
Theil, d.i. das letzte Integral, Null werden, während doch das 
Element desselben sein Zeichen nicht wechselt. 

Nach diesen Vorbereitungen transformirt man das oben in Xo 
vorkommende Integral 



/■ 



L rccosA)' 

indem man davon ausgeht, dass dieselbe Function nach ju nicht 
auf der Geraden von — oc bis 3o, sondern auf der ganzen Be- 



248 Potential. § 65, 29. 

grenzang des erwähnten Vierecks in positiver Richtung genommen, 
gleich ist dem Integrale der Function auf einem unendlich kleinen 
Kreise um den Mittelpunkt ei in positiver Richtung, d. i. in 
unserem Falle 

wo A den Diiferentialquotienten von f ' nach ju für |u = « bezeichnet, 
wo also zu setzen ist 

}f2 r^ asincada 



n J 



'q Vcosa — cosä 

Daher wird A eine endliche von verschiedene Grösse, sobald 
man nicht A = nimmt, in welchem Falle der Kegel in seine Axe 
übergehen würde. 

Das Integral über das Viereck zerfällt in die Summe von vier 
Integralen, von denen zwei Null sind, nämlich die von oo bis 
oo-f-oi und von — c» bis — oo+at. In der That ist 



/ 



rCeosA) 

ftlr ö' = ioo Null da, wenn man ii = g-{-x% setzt, wo x von 
bis a wächst, das Integral in 

dx 






'cosX) 

übergeht und die Function f im Nenner wie e^* in's Unendliche 
wächst, während der Zähler des Integrales, da a gleich — oo wird, 
zu Null abnimmt. 

Endlich das Integral von — cx^-|-^^ his oo-}- ai ist gleich dem 
Produkte 



»00 



/ 



in dem das Integral sichjer nicht unendlich wird. Berücksichtigt 
man, dass BX<,n und aX = tt, also B<a ist, so ist klar, dass 
das Integral von —oo-^-ai bis oo + ai für a = — oo noch stärker 
zu Null convergirt als das Integral über den unendlich kleinen 
Kreis um den Mittelpunkt et, und man findet daher 

e-f'^'du 



/ 
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fftr a= —oo oder « = 0, wenn 6 eine endliche Grösse vorstellt. 
Daher hat x die Form 

b ,. 

""' "" 47i».sinÖ, •* ' 

das Element der Masse, in welchem der Scheitel des Kegels liegt, 
ist femer 

-r—r^'^dsdü). 

71 TZ 

Hier bezeichnet also e die kleinste positive, zwischen ^ und -.- 

liegende Wurzel der Gleichung I^(co8X) = 0, d.i. von der Glei- 
chung 

, . l-4fl^ . ,,,, (1-40(9-40 . 4,0 , . 

FOr den grössten Werth, den l annehmen kann, nämlich X = n, 
oder vielmehr, wenn X unendlich nahe an n herankommt, wird a 
gleich I, genauer unendlich wenig grösser als i. In der That 
folgt aus der vorstehenden Gleichung zunächst 

9— 4c' . 4 

~2:2T"®'^**^+®*^- = (46'-l)sin»iA ""^5 

die Reihe auf der linken Seite wird fbr X = tt unendlich , und 
zwar 4- ^9 wenn e<,i ist, während der Ausdruck auf der rechten 
Seite zu -f oo wächst, wenn man e unendlich wenig über | nimmt. 
Lässt man X abnehmen, so wird fttr X = ^7j( die Wurzel e 
gleich f ; dies ist der Grenzfall, in welchem der Kegel in eine un- 
endliche Ebene übergeht. Nimmt X noch weiter ab, so wird, wenn 
man X etwa gleich 0, S./r nimmt, « = f . Für ein unendlich kleines 
X verwandelt sich unsere Gleichung in J(Xa) = 0, und man hat 

daher e etwa gleich 2, 4 • -y- zu setzen. 

Hieraus geht hervor, dass die Dichtigkeit der Masse im Scheitel, 
wenn der Pol auf der convexen Seite (in der Entfernung 1 vom 
Scheitel, und auf der Axe des Kegels) liegt, unendlich wird; wenn 
der Pol auf der hohlen Seite liegt. Null wird; im Grenzfalle, beim 
Uebergange des Kegels in eine Ebene, endlich bleibt. Die Dichtig- 
keit xo in einem Punkte des Mantels, welcher vom Scheitel die 
Entfernung s besitzt, wird nämlich mit abnehmendem s oo oder 
etwa von der Ordnung 
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wie s-^ für X =, n, 

„ s' „ A = 0, 3.71:, 

wie s^^^ für ein kleines L In allen Fällen bleibt also das Massen- 
element endlich, da dies in dem angegebenen Falle von derselben 
Ordnung ist wie eine Potenz von s mit dem Exponenten resp. 

24 



0, 1, 2, 1+ 



101 



Znsatz zum fftnften Kapitel. (M. vergL S. 231 und 233.) 

Unter f(^x) ist eine von x = — n bis x = rt endlich bleibende , con- 
linuirlichc und einwerlhige Function zu verstehen, die nicht unendlich oft vom 
Wachsen zum Abnehmen übergeht. Ihr DilTerentialquotiont nach x sei eine 
Function /"'(a;) mit denselben Eigenschaften. Ferner sei f(n) = f{—ny 

Aus dem Zusätze „Ueber trigonometrische Reihen*' im 1. Bande ist be- 
kannt, dass jede von den beiden Functionen /*(x) und f'(x) sich durch eine 
Fourier'sche Reihe 

f(x) = ^a^j-j-^On cos fiaj+^i4„ sin wa:, 
f'(x) = ^b^ -]-2bnCosnx-{-2BaS\nnx 

darstellen lässt, die in gleichem Grade convcrgirt. Von solchen einfachen 
Functionen f(x), um die es sich gerade vorzugsweise bei den Anwendungen 
der Matliematik auf die Physik handelt, lässt sich beweisen, dass der Differential- 
quotient der ersten trigonometrischen Reihe die Summe der DilTerentialquotienten 
der einzelnen Glieder sei. Es ist also zu zeigen, dass man hat 

6, = w^„, 5«=— na«, b^ = 0. 

Beweis. Zunächst erhält man 

nb„ =y''r(x)dx = f(n)-K-n) = 0. 



— ;t 



Für die weitere Beweisführung sei daran erinnert, dass itOn» »&»> nA^ 
und nBn nie unendlich werden. Indem man nun f\x) von bis x nach 
X integrirt, erhält man 

f{x) r= 1(0) -{-1 — Bn-^rSbn :SBn 

Diese trigonometrische Reilie muss mit der für f(x) gegebenen übereinstimmen. 
Man hat daher, wenn n >> 0, wirklich 

6n = nAny Bn = — wa„. 
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Dieses Rcsullat modificirt sich, wenn fQjc) nicht mehr allen obigen Be- 
clingungeo genügt. War z. B. f( — 7t) nicht gleich f(n), sondern ist 
f(ji) — f(^ — '^) ß***® ^^^ ^"^^ verschiedene Constantc, die wir gleich ttx 
setzen, so wird 6^ = x. Ferner wird durch die Integration von /"' (x) nicht 
mehr f(x) gleicli der vorstehenden trigonometrischen Reihe, sondern ist gleich 
dieser vermehrt um \xx. Setzt man dies Glied in eine trigonometrische Reihe 
um, durch die Gleichung 

■kx = — ^ — cosMTi^smna;. 
^ n ' 

so findet man also 

i.^ N /.^/xN . ^ ^ r» . ^xi N sin fia; „„ cmnx 

/•(jr)=:/-(0)+^— ßn+-:^(fc« — xco8w;r)— SBn . 

H fi n 

Hieraus folgt, dass ausser der obigen Gleichung 6^ =x^ noch, wenn 7i >• 
ist, die folgenden bestehen: 

6„ — xcoswfT = nAm Bn = — wa„. 

Also wird der DilTerentialquotient von 

f(x) = ^o^j+^önCoswaj + JS'^nSinwx 

nicht mehr, wie im vorigen Falle, die (nicht nothwendig convergirende) Reihe 

—2nan sin nx -{- 2n An cos tix, 
sondern es wird 

f(as) = 4^x-'2nanS\unx-\'2(nAn'\-xcosti7i)cosnx, 

Es entsteht also f^(x) nicht, wenn man die gegebene Reihe für f(x) 
gliedweise dilTerentiirt, sondern erst dann, wenn man die (offenbar) gleiche Reihe 

f(x^ = ^a^^-\'ixx-\-JSanCosnx-^JS[An-\ coswnrjcoswo; 

gliedweise difTerentiirt. Aehuliche Sätze findet man für Entwickelungen nach Kugel- 
functionen. 



Sechstes KapiteL 

Die Methode der reciproken Radii vectores. Zwei Kugelu. 

Rotirendes Kreissegment 

§ 66. Die Methode, über welche hier gehandelt wird, rührt 
von Herrn William Thomson her. Im 10. Bde des Liouville'- 
schen Journals*) entdeckt man schon die zu Grunde liegenden 
Gedanken, deren Ausführung sich in zwei Briefen des Verfassers **) 

*) Extrait d'une lettre de M. W. Thomson u M. Liouville p. 364—367; 
datirt Cambridge, 8. October 1845. 

**) Extraitfl de dcux lettrcs adressdcä ä M. Liouville par M. William 
Thomson. Liouville, J. d. M. T. 12 p. 256—264. M. vcrgl. auch Cambridge 
and Dublin math. Journal Vol. V, p. 1 — 9. 
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aus Cambridge, 26. Juni 1846 und Knock, 16, Sept. 1846 findet. 
In einer unmittelbar dieser Arbeit folgenden Abhandlung*) giebt 
Herr Liouville weitere Entwiekelungen über diesen Gregenstand; 
ihm gebührt auch das Verdienst, „die ganze Wichtigkeit der Arbeit, 
von welcher der junge Mathematiker von Glasgow^ einen kurzen 
Auszug gegeben hat, sofort erkannt zu haben. 

Prinzip der Abbildung. Von einem festen Punkte y aus 
bildet man jeden Punkt p im Baume in einem Punkte )> ab, der 
auf der Geraden /p derartig liegt, dass yp . yp = 1 wird. Ist y der 
Mittelpunkt eines Kreises mit dem Radius 1, und zieht man durch 
p einen Durchmesser, so sind die zwei Schnittpunkte des Durch- 
messers mit dem Kreise und das Punktenpaar p, p vier harmonische 
Punkte, und zwar sind p und )) zugeordnet. Wesentlich nach 
Thomson, der den Radius allgemein lässt und nicht gleich 1 setzt, 
nennen wir p und )f reciproke Punkte und )) das Bild von p. 

Bezeichnung. Wenn ein römischer Buchstabe verwendet 
wird, der sich auf den abzubildenden Gegenstand bezieht, so ver- 
wenden wir den entsprechenden deutechen fUr das Bild. So be- 
zeichneten wir Punkte, die abgebildet werden mit p, die Bilder 
mit )). In ähnlicher Art setzen wir yp gleich r, und /p = r. 

Beziehung zwischen Gegenstand und Bild. Bildet man 
Punkte p und 9, von y aus, in )) und q ab, so findet unter den 
geraden Linien fq und pq die Beziehung statt 

^)q:p} = |)y:gy = l:py.gy. 

Ist die Gerade p9 unendlich klein, so findet man für die Grösse 
ihres Bildes, d. i. für die Gerade pq die Gleichung 

Ebenso wird auch pg = pq . qy^. Daher ist das Bild der Geraden 
pq dieser unendlich kleinen Geraden parallel. Indem dasselbe, was 
für pq auch für jede von p ausgehende Gerade gilt, findet man: 

Das Bild (f) einer unendlich kleinen Fläche (f)i ^^f 
welcher ein Punkt p liegt, ist zu f parallel und man hat 

f = f .P/. 

Das Bild n einer unendlich kleinen Geraden n, die auf einer 

Ebene, im Punkte p, senkrecht steht, ist auf dem Bilde der Ebene 

senkrecht, und man hat ft = n.p/^ 



^ $. 265—290: Note ao sujet de Tarticle prc^HideDt. 
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Beziehung zwischen dem Potential des Gegenstandes 
und des Bildes. Zwischen dem Potential, welches sich auf eine 
Fl&che, und dem, welches sich auf ihr Bild bezieht, findet ein Zu- 
sammenhang statt, der hier entwickelt wird. 

Führt man statt der rechtwinkligen Goordinaten x, y, z wie 
früher (I. 302) Polarcoordinaten ein r, 5> V* wo 5 (wie früher 6) 
der Bogen ist, welcher sich zwischen und n bewegt, so ist die 
Differentialgleichung des Potentials y, wenn man sie so umformt, 
dasB man nach logr, statt wie in (50, d) nach r, differentiirt 

+ j^i + -i^w +cotgC-3jr- + -7-^ ^-^ = 0. 



(ölogr)' • ölogr ' d^' • "" °" d^ • sin^? dtp' 

Es sei y = F(r,^,tp) eine Losung dieser Gleichung, welche, wenn 
der Punkt (r, ^, fp) oder p auf eine gegebene Fläche rückt, sich in 
eine gegebene Function von ^ und ip verwandelt. Der Anfangs- 
punkt der Coordinaten (r = 0) sei der Punkt y, von dem aus wir 
durch reciproke Radii vectores abbilden, und r wird so bestimmt, 
dass man hat xr = 1. 
Setzt man 

so wird t> derselben Differentialgleichung wie v genügen, wenn man 
dort den Buchstaben r mit dem Buchstaben r, rein formal, vertauscht. 
In der That, wenn man für r seinen Werth in r setzt, also — logr 
statt logr^ so bleibt die Gleichung mit Ausnahme der ersten beiden 
Glieder ungeändert. Diese geben aber 

d'y dy 

(dlogxy ölogr ' 

und wenn man setzt v = rD, 

L(ölogr)' ^ ölogr J 

Femer verwandelt sich r> überall in dem Bild der gegebenen Fläche 
in den Werth, welchen rv in den entsprechenden Punkten der ge- 
gebenen Fläche annimmt. 

Wir haben daher das Resultat: 

1) Eine geschlossene Fläche ist gegeben. Man wählt einen 
beliebigen Punkt y, von dem aus man abbildet, den man zugleich 
zum Anfangspunkt von Polarcoordinaten r, ^, tp macht. Jedem 
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Punkte p = (r, t, i/;) entspreche der Punkt p = (r, t. VO» ^^^ rr = 1 . 
Liegt y im inneren Räume, so entspricht jedem Punkte p des inneren 
resp. äusseren Baumes ein reciproker Punkt des äusseren resp. 
inneren Raumes, welcher durch die Bildfläche bestimmt wird; liegt 
aber y im äusseren Baume, so gehören p und p zugleich dem inneren 
und zugleich dem äusseren Baume des Bildes an. 

Ein Punkt p auf der gegebenen Fläche wird mehrfach, wenn 
die Deutlichkeit dadurch gefördert wird, durch p^, der ihm zu- 
gehörige Badiusvector durch r^ bezeichnet; auf den entsprechenden 
Bildpunkt beziehen sich p^ ^^^ ^o* Handelt es sich um zwei ge- 
gebene Flächen, so werden auf der zweiten die Veränderlichen mit 
dem Index 1 versehen. 

Man will das Potential v finden, welches sich auf der 
gegebenen Fläche in eine gegebene Function v<,=x(t, i/O 
verwandelt 

Dazu sucht man das Potential D, welches sich auf der 
Bildfläche in 

verwandelt. Ist dieses gefunden, und erhält man für das- 
selbe in dem Punkte p = (r, ^, ?/;) den Ausdruck 

ö = f(x, C, I/O, 

so wird das gesuchte Potential im Punkte p 

Aehnlich verhält es sich, wenn statt einer mehrere Flächen 
gegeben sind, auf denen das Potential v vorgeschriebene Werthe 
v^, Vj, etc. annehmen soll. 



Ausser dem Potential v hat man in der Begel die Dichtigkeit 
der Masse x zu ermitteln, mit der man die betreffende Fläche zu 
belegen hat, um das Potential zu erzeugen. Diese wird (S. 70) 

durch die Gleichung 

r \ A öv , öv 

(a) ... -4frx = -^ + 



dn dn^ 

in dem Punkte einer Fläche gefunden, zu welchem die äussere und 
innere Normale n und n, gehören. Auch x lässt sich ermitteln, 
wenn man ftlr den entsprechenden Punkt des Bildes die Dichtigkeit 
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f der Belegung des Bildes kennt, welche erforderlieh ist; um ü als 
Potential zu erzeugen. Diese ist mit t) zugleich bekannt, da man hat 

(6)... -4^ = 1?-+ ^ 



dn ÖHi 
Setzt man in (a) f&r v seinen Werth TD, so hat man 

dv örrö) öü . . dx 



_a(rt))_ at) dx 



dn ön dn Bn 

und weil dr : dn an der Fläche continuirlich bleibt, also gleich und 
entgegengesetzt dr : dn^ ist, 

öv . öv / dt) , öü 



, dv __ / dö dö \ 



ön öw, ^ ön dn^ 

Berücksichtigt man die S. 252 gefundene Beziehung zwischen den 
unendlich kleinen Normalen dn und dn 

dn = r*ön, 3n, = r*9n, , 
80 ergiebt sich schliesslich 

Man hat also x = r'I, d. i. das Resultat: 

2) Die Dichtigkeit der Flächenbelegung in Punkten p^ 
der Oberfläche, welche daselbst ein Potential v,, erzeugt, 
ist gleich r^ mal der Dichtigkeit einer solchen Belegung 
des Bildes in den entsprechenden Punkten p^ des Bildes 
der Fläche, welche daselbst ein Potential ö^ hervorbringt. 

Auf diese Art ist das Aufsuchen des Potentials und der Dichtig- 
keit der Flächenbelegung einer Figur auf die Ermittelung des Po- 
tentials einer reciproken Figur zurückgebracht. 

Aus dem Vorstehenden geht u. a, hervor, dass die Ermittelung 
der Green'schen Function, die sich auf einer gegebenen Fläche 
und einen Pol y bezieht, gelingt, wenn man das Potential t) er- 
mitteln kann, welches auf derjenigen Bildfläche, die bei der Ab- 
bildung von y aus entsteht, sich in 1 verwandelt. Man hat dann 
nur G = tt>. Ein Beispiel, die Anwendung dieses Resultats, wel- 
ches auf S. 91 angegeben wurde, auf einen speciellen Fall, die 
Ermittelung der Green'schen Function fbr die Kugel, findet man 
im § 67. 

§ 67. Wir wenden in diesem Kapitel die Thomson'sche Me- 
thode ausschliesslich zur Bestimmung des Potentials v und der 
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Dichtigkeit x bei solchen Flächen an, welche, von einem passend 
gewählten festen Punkte y aus abgebildet, sich in eine Fläche 
verwandeln, f&r welche man das entsprechende Potential D und die 
Dichtigkeit ! bereits kennt, so dass die gesuchten Ausdrücke v und 
X unmittelbar durch eine Substitution erhalten werden. Man 
kann diese Functionen z. B. sofort fttr eine Elasticitätsfläche be- 
stimmen, auf welcher der Werth von v^ gegeben ist, indem man 
sie von dem I^Gttelpunkte aus abbildet, weil das Bild der Elasticitäts- 
fläche die Oberfläche eines dreiaxigen Ellipsoides ist, fbr welches wir 
aus dem III. Kapitel D und t kennen. Da die Formeln keine bemer- 
kenswerthen Resultate ergaben, so f&hren wir die Rechnung nicht aus. 

Wir behandeln hier einige Rotationskörper, auf welche die 
Resultate, wie bei dem bekannten Problem der zwei Kugeln, oder 
Schwierigkeiten, welche man lange Zeit nicht überwinden konnte, 
die Aufmerksamkeit gezogen haben. Für die Lösung derselben ist 
bei der Methode dieses Kapitels, welche eben nur in einem Sub- 
stituiren in bekannte Formeln besteht, der Umstand, dass sie Ro- 
tationskörper sind, völlig unerheblich. Im folgenden Kapitel da- 
gegen betrachten wir Rotationsflächen, die wir nicht von einem 
festen Punkte y abbilden. Wir bilden dort vielmehr jede Merir 
dianebene von einem in derselben liegenden Punkte y ab, der also 
fttr die verschiedenen Meridianebenen seine Lage wechselt (ver- 
schiedene geographische Längen erhält). Wenngleich wir dort eben- 
falls die Bestimmung von v und x auf die von und f fttr das 
Bild zurückftthren, so geschieht dies nicht durch eine Substitution 
allein, sondern ausserdem durch eine Betrachtung, fttr welche es 
wesentlich ist, dass man den Körper durch Rotation erzeugen kann. 

Die erste bedeutendere Aufgabe, die hier gelöst wird, betrifft 
das Potential v im ganzen Räume, wenn es auf der Oberfläche 
zweier Kugeln mit Radien a^ und a^ gegeben ist, erstens, von 
denen die eine die andere ganz einschliesst, zweitens, welche 
verschiedene Theile des Raumes einschliessen. In beiden Fällen 
ist auch der Grenzfall zu beachten, wenn die Kugeln sich berühren, 
was erstens von innen, zweitens von aussen geschehen kann. Der 
Fall, in welchem die Kugeln sich durchdringen, in welchem also 
ein Körper vorliegt, der durch zwei Kugelkalotten mit gemeinsamem 
Rande begrenzt wird (eine Linse), ist gleichfalls zu betrachten. Er 
findet im nächsten Kapitel seine Erledigung. 



§ 67, 29. Methode der reciproken Radii vectores. 257 

Die Aufgaben in den Fällen, in welchen die Kugeln sich nicht 
durchdringen, hat Thomson bereits im Jahre 1846 in dem ersten 
der erwähnten Schreiben (Liouville's Journal XII, S. 256—263) 
so weit gef&hrt, dass man sie als von ihm gelöst betrachten kann. 
Die kurze Arbeit scheint in Deutschland nicht unmittelbar nach 
ihrem Erscheinen die Beachtung gefunden zu haben, die ihr ge- 
bührte und erst indirect, durch Dirichlet's Vorlesungen, bekannter 

m 

geworden zu sein. Dieser zeigte gegen den Schluss seiner Vor- 
lesungen über die Kräfte, welche im umgekehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirken, aus dem Sommersemester 1856, 
wie ich einem CoUegienhefte entnehme, welches von Herrn Dede- 
kind herrührt*), wie die Aufgabe, durch die Methode der reciproken 
Badii vectores, sich auf den einfachen Fall zurückführen lässt, dass 
die beiden Kugeln concentrisch sind, indem, bei passender Wahl 
des Punktes y, die Bilder der Kugeln concentrische Kugeln werden. 
Die hierher gehörenden Aufgaben für den Fall concentrischer Kugeln 
sind aber im I. Kapitel § 23, S. 72 und § 21, S. 56 und dadurch 
also auch die vorliegenden gelöst. 

Den Grenzfall, den Fall der berührenden Kugeln, behandelt 
man bequemer direct, indem man ihn auf den Fall zurückführt, in 
welchem das Potential, statt auf zwei concentrischen Kugeln, auf 
zwei parallelen Ebenen bekannt ist. 

Dirichlet hat in jener Vorlesung zwar alles für die Lösung 
Erforderliche, aber nicht die fertigen Endformeln gegeben. Diese 
finden sich erst in einer Arbeit**) des Herrn G. Neumann, der 
das fertige Resultat, und zwar durch die Goordinaten 0, tp von 
Thomson ausgedrückt giebt. 



Wir beginnen mit den Verhältnissen, welche bei der Abbildung 
einer einzigen Kugel in Betracht kommen. Die Kugel m, d. h. 
mit dem Mittelpunkte m und mit dem Radius a wird vom Punkte 
y aus abgebildet, der in der Figur, ganz willkürlich, in das Innere 



*) Derselbe bat die Güte mir die Benntzang des Heftes zu gestatten. Nacb 
Diricblet's Vortrag mache icb nnten die Ermittelung des Punktes y von einer 
quadratischen Gleichung abhängig. 

**) Allgemeine Losung des Problems über den stationären Temperaturznstand 
eines homogenen Körpers welcher von irgend zwei nichtconcentrischen Kugelflächen 
begrenzt wird. Halle, 1862. 

Ueine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. AqU. 17 
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m t^ ^i b 
ym =:x, yp== r, yp = r, myp = 5, yp.yp = 1. 

der Kugel gelegt ist. Die Linie my sei Xy und der Winkel, den r, 
die von y nach dem beliebigen Punkte p der Eugelfläche gezogene 
Gerade, mit ym bildet, beisse ^. Das Bild von p, ein auf yp liegen- 
der Punkt, sei p. Es ist der geometrische Ort von p zu ermitteln, 
wenn p auf der Oberfläche der Kugel fortrtlokt. 

Wenn p fortrückt, so ändern sich r und ^; sie sind durch die 
Gleichung verbunden 

(a) ... a' = a?'— 2aTCOs5 + r'. 

Man findet den Ort von p, wenn man nur r an Stelle von r durch 
die Gleichung rr = 1 einf&hrt. Dadurch erhält man 

, 2ra?cosg 1 _ 

und nach einer leichten Transformation 

/ fl y — /^_f^__^' I 2a?rcosg j 

Diese Form, verglichen mit (a), zeigt, dass der Ort von p eine 
Kugel wird, deren Radius die positive Grösse 

ist, wo also das obere oder untere Zeichen genommen wird, je 
nachdem y innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Kugel liegt 
Femer wird die Entfernung des Mittelpunktes /u der abbildenden 
Kugel von y 

X 

^^"" a'^x' ' 

wo ein positiver oder negativer Werth der rechten Seite anzeigt, 
dass man von / aus zu ju gelangt, wenn man den Zahl werth der 
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reehten Seite, wie in der Figur, von y aus auf der Verlängerung 
der Linie my über y hinaus resp. nach der entgegengesetzten Rieh- 
tang abträgt. In ähnlicher Art ist das Zeichen in der Gleichung 

OS 

mfi = my + yfi = x+ , 

m 

zu deuten. Man beachte, dass der Mittelpunkt ju der abbildenden 
Kugel das Bild eines Punktes a wird, welcher der vierte harmo- 
nische, y zugeordnete Punkt zu d, y, b ist. Denn man hat 

1 a' 

= X. 



y(i X 

Aber man setzte x = my und hat my.nun^i a'. Also ist die rechte 
Seite der vorstehenden Gleichung ma — my d. i. ay, daher wirklich 
a der reciproke Punkt zu ju. 

AnmerkuDg. Bekanntlich findet man durch ganz elementare 
geometrische Betrachtungen, dass das Bild eines Kreises m bei der 
Abbildung von y aus wiederum ein Kreis ist. Zieht man von einem 
Aehnlichkeitspunkte y zweier Kreise m und (i aus Secanten, so 
sind deren vier Durchschnittspunkte mit den Kreisen paarweise 
potenzhaltend. Ist nur der eine Kreis m mit dem Radius a und 
ein Aehnlichkeitspunkt y gegeben, femer die gemeinschaftliche 
Potenz beider Kreise, — hier soll sie 1 sein — so ist der zweite 
Kreis ii mit seinem Radius q bestimmt. Vermittelst der elementaren 
Sätze über Aehnlichkeit der Dreiecke erhält man auch die Aus- 
drücke von Qy fi, etc. durch die gegebenen Stücke, dieselben, welche 
man oben fand. Rückt p auf die Periphie des Kreises m fort, so 
bewegt sich der Potenz haltende Punkt p auf der Peripherie des 
Kreises fi. 

Beispiel. Nach den Prinzipien von Thomson suchen wir 
die Green'sche Function für eine Kugel m mit dem Radius a in 
Bezug auf einen Pol auf, der y heisse. Wir bilden jeden Punkt p 
der Kugel vom Punkte y aus in p ab, und setzen wieder yp = r, 
yp = r. Man hat demnach eine solche Function t) für das Bild, 
die £ugel fi mit dem Radius q, zu suchen, welche sich auf der Be- 
grenzung in 1 verwandelt, also im Innern der Kugel /i constant 1 
bleibt; in einem Punkte p des äusseren Raumes der Kugel ju ist aber 

17* 
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Liegt, wie in der neben- 
stehenden Fignr, der Pol y 
im Innern der Kugel m, 
so wird für einen gleich- 
falls im Innern von m liegen- 

\ ^ * — ^ ■ — ^ den Punkt p, der reciproke 

p ein äusserer der Kugel /u ; 
yP = r,rp = x,f^p = Q. also ist G in p 

r fip yp.fip 

während G, wenn p in den äusseren Raum von tn übergeht, selbst- 
verständlich — wird. 

r 

Es hat keine Schwierigkeit, den vorstehenden Ausdruck von G 
so umzugestalten, dass er nur die unmittelbar gegebenen Stücke 
enthält. Um ihn aber in die bekannte einfache Form zu bringen, 
führt man den y zugeordneten vierten harmonischen Punkt zu d, y, b 
ein, der a heisse. Dann ist 

a X a 1 

^ X a' — «' my ay 

Femer ist Jfjüfyfm^Japy, da sowohl yp.yp als auch yfi.ya gleich 
1 wird. Also wird 

fipiyp = ap: ay, 
und hieraus 

G =-^.-L._A— =:_JL_.JL 

my ay yp>f^ yP>yP'^ ^Y ' 

oder schliesslich 

ap my 

Die Green'sche Function im Punkte p für den Pol y ist also das 
Potential einer Masse a:my, die im vierten harmonischen Punkt a 
wirkt, im Punkte p. 

Dasselbe Resultat findet man, wenn y und p zugleich im äusseren 
Räume liegen. 

Derartige Aufgaben, welche sich auf die Kugel beziehen, kann 
man auch, wie es im § 71, in dem Falle der Kugeln die sich be- 
rühren, geschieht, auf Aufgaben über das Potential einer mit Masse 
belegten Ebene zurückführen, indem man von einem Punkt y der 
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Kugeloberfläche selbst abbildet Auch auf diesem Wege lässt sich 
z. B. die Green 'sehe Function fttr eine Kugel, mit Hülfe dieser 
Function fbr eine unendliche Ebene (§ 56, S. 190) bilden. 

§ 68. Wir wenden uns nun zu dem Falle der zwei Kugeln, 
also zur Bestimmung des Potentials im ganzen Räume, wenn es auf 
der Oberfläche zweier Kugeln gegeben ist. Da wir an dieser Stelle 
die Fälle ausschliessen , in denen die Kugelflächen sich schneiden 
oder berühren, so kommen nur die zwei Fälle in Betracht, erstens, 
dass die eine Fläche die andere einschliesst, welcher vorzugsweise 
Interesse fllr die Anwendung auf die Wärmetheorie darbietet, und 
zweitens, dass die Kugeln verschiedene Räume einsch Hessen, der 
für die Anwendung auf die Vertheilung der Elektricität über zwei 
Kugeln von Wichtigkeit ist. Beide Fälle behandeln wir zugleich. 

Bezeichnung. Für die beiden gegebenen Kugeln verwenden 
wir dieselben Buchstaben, denen wir bei der kleineren den Index 0, 
bei der grösseren 1 anhängen. Es ist m^ der Mittelpunkt der klei- 
neren, iiij der grösseren, die Centrale m^m^ = c; die Radien der 
Kugeln sind a^ und a,, wo aQ<.a^. Die Axe m^mi schneidet die 
Kugeln in Punkten b und d, deren Anordnung, je nachdem eine 
Kugel in der anderen liegt oder sie auseinander liegen, die erste 
oder zweite Aufstellung zeigt. Man bemerke, dass die Buchstaben b 
bei der ersten Aufstellung so gewählt sind, dass die Linie b^b^ 
kleiner ist als d^d^. 



-• — •• 



6, 60 m^ m, d^ d^ 



Die Richtung der Axe von bj nach d^ soll die nördliche heissen. 

Wir können einen Punkt ;" auf der Axe so bestimmen, 
dass die Bilder der beiden Kugeln m^ und m^, die (s. 0.) 
Kugeln sind, auch concentrisch werden. 

Man sucht dazu das Punktenpaar a, ;", welches sowohl 
mit dem Punktenpaare b^, d^, als mit dem Punktenpaare 
60, do, harmonisch ist. Der nördlichere Punkt des Paares 
ist y. 

Bildet man nämlich die Kugeln von y aus ab, und schneiden 
die Bilder die Axe in Punkten b^^, bp*, b,, b^; bezeichnet man di^ 
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Mittelpunkte der Bilder mit fi^ und /i^ so findet man, ebenso wie 
sieh S. 2Ö9 für eine Kugel ergab ya.yfi = 1, jetzt für die beiden 

so dass wirklich die Mittelpunkte der abbildenden Kugeln fi^ und 
jUj in einen Punkt zusammenfallen. Femer sagen die obigen zwei 
Gleichungeil, dass dieser Punkt das Bild de» Punktes a sei, wenn 
auch er von seinem zugeordneten Punkte y aus abgebildet wird. 
Wir bezeichnen diesen Mittelpunkt der concentrischen 
Bilder durch fi. 

Die Aufeinanderfolge der hier erwähnten Punkte im ersten 
Falle, in welchem oa^+ai ist, und im zweiten, in dem c<.a^+a^ 
ist, zeigt sich in der ersten resp. zweiten von den folgenden Auf- 
stellungen: 



■• •- 



K a bj b, fib^ y m^ b, m, d^ bo rf, 



— •- 



bo &, m, a b, d, fi b^ b, y m^ d^ b^ 

Man bestimmt nun jeden Punkt p im Baume: 
o) durch den Winkel tp, welchen der durch ihn gelegte Me- 
ridian mit einem festen macht. Der Winkel wird von bis 2n 
gezählt. 

6) durch das Verhältniss der Linien apiyp. Wir setzen 

ap : yp = e^: 1. 

c) durch den Winkel apy, den wir mit bezeichnen und von 
bis TT zählen. Wesentlich ist, dass dieser Winkel d mit 
demjenigen übereinstimmt, welchen der Badiusvector von 
ju aus, nach dem Bilde p, mit der Centralen m^tn^ bildet 
(S. u.) 

Dies gilt für die Aufgabe der zwei Kugeln; bei der Unter- 
suchung über den Bing, welcher durch eine Drehung um eine auf 
m^m^ senkrechte Axe erzeugt wird, hat [man diese Festsetzungen 
über und %p ein wenig zu modificiren. Die Goordinaten a und 
des HeiTU Thomson nennt Herr G. Neumann, wegen der Be- 
ziehung zu den beiden Punkten a und y, die dipolaren. 

Die beiden Kugeln mögen, ihrer Grösse und Lage nach, voll- 
ständig gegeben sein, so dass man also ihre Badien a^ und a,, so wie 
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ihre Centrale c kennt Es kommt darauf an, die Lage von y und 
a hieraus nicht nur, wie oben, geometrisch, sondern auch analytisch 
zu bestimmen. Dieses geschieht mit Hülfe der Gleichungen, welche 
wir S. 258 bei der Abbildung einer Kugel gefunden haben. Wir 
nehmen hier die Centrale zur Axe der X, tn^ zum Anfangspunkt 
und die Richtung von m^^ nach m^ , gleichgültig, ob sie die nördliche 
oder südliche ist, zur positiven Richtung. Ist nun x nicht mehr 
die EIntfemung des Punktes y von m, wie oben (S. 258), sondern 
die Abscisse von y, so wird 

Femer hat m^ zur a?-Coordinate die positive Centrale c; daher hätte 
y in Bezug auf den Anfangspunkt m, und dieselbe Richtung der 
a^Aohse die Abscisse ^= x—c, und es wäre 

X — c 

Die Bedingung dafür, dass die Punkte fi^ und /u^ , wie hier verlangt 
wird, zusammenfallen, ist, dass sei 

Setzen wir die so eben gefundenen Werthe ein, so erhalten wir: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
Bilder der gegebenen Kugeln zusammenfallen, ist, dass man von 
einem Punkte abbildet, dessen Coordinate x, von m^ als Anfangs- 
punkt aus gerechnet, wenn tn^tn^ die positive Richtung ist, der Glei- 
chung genügt 

cx^'-(al+c^-a])x + cal = 0. 

Wenn, wie hier, die Kugeln m^ und tn^ sich nicht schneiden, also 
in den beiden Fällen, dass oa^-^-a^ oder dass cK^Oi — a^ ist, 
hat diese Gleichung zwei reelle Wurzeln; im ersten Falle sind beide 
positiv, im zweiten beide negativ. Ihr Produkt ist a^, so dass eine 
Wurzel kleiner, die andere grösser als a^ wird. Die Wurzel, welche 
unter a^ liegt, die also einen Punkt verschafft, welcher in die Kugel 
Mq hineinfällt, sei y; den anderen Punkt nennen wir a. Wir 
finden also: 

Der Punkt y, von dem aus abgebildet die Kugeln m^ 
und iTtj concentrische Kugeln als Bilder geben, hat vom 
Punkte m^ eine Entfernung, welche durch den Zahlwerth 



264 Potential. § 68, 29. 

der kleinsten Wurzel der Gleichung 

gegeben wird. Je nachdem die Wurzeln positiv oder ne- 
gativ sind, liegt y von m^^ in der Richtung nach m^ oder 
umgekehrt. 

Der Zahlwerth der zweiten Wurzel dieser Gleichung ist die 
Entfernung des Punktes a, welcher der zugeordnete harmonische 
zu y ist, von m^. Dieser liegt auf derselben Seite von m^ wie y. 

Die Radien der abbildenden concentrischen Kugeln sind (S. 260) 



»0 ö. 



^0 = ^ » Qi = 



Die Formeln für die Stücke, welche hier vorkommen, werden 
durch Einführung von Grössen a wesentlich vereinfacht, welche man 
aus den gegebenen durch die Gleichungen berechnet 

cosa^f = + ^ , cosa.f = + —^^ — , 

° — 2cOo ' * — 2ca, ' 

wo die doppelten Zeichen so zu verstehen sind, dass die rechten 
Seiten positiv genommen werden. Wir nehmen a^ immer positiv, 
a, positiv oder negativ, je nachdem c<a, — a^, oder Oa^-^-a^ 
ist. Man hat dann 

ay = a^ (jeP* — c"^») =^+a, (e^^ — c-^>), 
«^0 • A = «^"» : 1 = ado • y^o- 

Man setze ay = 21 und erhält dann für die Radien q der abbilden- 
den Kugeln 

Durch die Berechnung der Gonstanten a^ und a, aus den un- 
mittelbar gegebenen Stücken werden zuerst die Punkte a und y 
festgelegt. Ist dies geschehen, so bestimmt man jeden Punkt p im 
Räume durch die oben S. 262 unter a) bis e) angegebenen Coor- 
dinaten xp, a, 6. Der Winkel xp ist also die Neigung der Meridian- 
ebene, in welcher p liegt (und zwar der halben Ebene, welche auf 
der einen Seite durch die Axe begrenzt wird), gegen eine feste 
Meridianebene (0 < v < 2fr). Die Veränderliche a wird durch die 
Gleichung 

logap — logyp = o 
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eingef&hrt und es ist der Winkel, welchen die Radii vectores 
mit einander bilden, die von p nach a und y gezogen werden 
(0 < ö < n). Bei festgehaltenem tp ist der Ort von p eine halbe 
Meridianebene; hält man a fest, so ist er eine Kugel, sein Durch- 
schnitt mit dem Meridian ein Kreis, welcher die Axe in solchen 
Punkten b, d schneidet, die mit dem Punktenpaare a^ y harmonisch 
sind, also dieselbe Bolle in dieser Beziehung spielen, wie das 
Punktenpaar 6^, d^ oder 6^, d^. Bleibt endlich constant, so ist 
der Ort von p eine Kugel, in der Meridianebene ein Kreis, welcher 
durch die Punkte ä^ y gehen und die Kugel des constanten a ortho- 
gonal schneiden. 

Die Goordinate a durchläuft alle Werthe von — oo bis oo. Im 
ersten Falle, d. i. wenn die Kugel m^ die Kugel m^ einschliesst, 
fällt p für a= — oo in a; während a bis a, wächst, durchläuft p 
den ganzen Raum ausserhalb der Kugel nt^; wächst a weiter, so 




yp = r, yp = r, fip = Q, /Lapr = ^pfiy = Ö, b^m^ = a^, b,m, = a,. 

tritt p in die Kugelschale ein, welche durch die Oberflächen von 
m, und m^ begrenzt wird, und tritt endlich, wenn o den Werth o^ 
überschreitet, in die kleinere Kugel m^ ein, wo p für a = oo mit 
y zusammenfällt. In dem zweiten Falle liegt p für a = — oo in a, 
also innerhalb der Kugel m^, in welcher der Punkt p bleibt bis a 
gleich der negativen Grösse a^ geworden ist. Dann tritt p ein in 
den unendlichen äusseren Raum jenseits dieser Kugel, überschreitet, 
während a vom Negativen zum Positiven übergeht, die Ebene, 
welche senkrecht auf der Axe in dem Halbirungspunkte der Linie 
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io ii 



nii a bi dl fi bo bi / rtio 



ay steht, tritt bei = 0^ in die Kugel m^ ein, und fällt Ült a = oo 
mit y zusammen. 

Bildet man, wie in den Figuren, p von y aus in p ab, so dass 
yp = r, yp = x ist, so wird die Entfernung q des Bildes p vom 
Mittelpunkt fx der eoncentrischen Kugeln 

^ = -2r' 

Ferner ist der Winkel pfiy, welchen q, von §4, nach p ge- 
zogen, mit der nördlichen Richtung der Axe bildet, gleich 
(s. S. 262, c). Denn die Dreiecke apy und yp^ sind ähnlich. 
Weil nämlich fi das Bild von a ist, so wird a^^.^^^u = 1; ebenso hat 
man yp.yp = 1- der Winkel pya endlich, welcher auf S. 258 als 
Winkel ^ auftritt, ist beiden Dreiecken gemeinsam. 

Wiederholend stelle ich einfache Beziehungen zusammen, welche 
oben gefunden wurden, füge auch einige anderen hinzu, welche sich 
sehr leicht ableiten lassen: 

1) Gegeben sind die Mittelpunkte m^, m^ und die Radien 
Gqj a/, die Centrale m^tn^ heisst c; a^ > a^. 

2) Bestimmung der festen Punkte a, y, /u. 
Man setzt 



^ al+c'^a] ^ 



— 2ca 



üosaj, i 



2ca, 



= coscTjf; 



a^ ist positiv, a^ im ersten Falle, d. i. wenn c^a^—aQ^ positiv im 
zweiten, wenn c> a^ + ö^, negativ. 

ym^ = a^e-^o^ ym^ = a,<r-<''; am^ = a^e% am^ =0^6^'; 
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3) Bestimmung der Punkte p und p^ der Linien r, r, q 
durch a und d. 

r=yp, X = rp, rr = l; Q = f^p] 
a = logap— logyp; /L apy = Z- ^}jMy = 6. 

Man setzt 

j/cos ai— cos ö = (a, ö), 

4) Bechtwinklige Coordinaten |, i], ^. 

Der Anfangspunkt ist die Mitte zwischen a und y. Die 
positive Bichtung der H-Axe ist die nördliche der Drehungsaxe; 
die Axe der H liegt in der halben Meridianebene, die y> = 0, die 
Aze der Z in deijenigen, welche t^ = ^n entspricht. 

> _ Ksintq _ fsin^cos»/» y_ isinOsiny/ 

COSÜr— COSÖ ' '~ COSMT — cosö ' cosiff — cosö ' 



§69. Das Problem der zwei Kugeln, die sich nicht 
berühren, wird nun nach § 66, Nr. 1 gelöst. 

Das Potential v ist auf der Oberfläche der beiden Kugeln tn^ 
und ntj bekannt; nachdem einmal die Punkte a und y festgelegt 
sind, drückt man diese bekannten Functionen durch die Thomson'- 
sehen dipolaren Coordinaten jedes Punktes p^ und p^ der Flächen 
ffi^ und m^ als Functionen /^ und /*, aus, setzt nämlich 

v = /o(ö,V) für a = a,, 

Man hat also erstens ein solches Potential \) aufzusuchen, welches 
auf den Bildern der Grenzflächen, d. i. auf den concentrischen 
Kugeln mit dem Mittelpunkte fi und den Radien 

^0 = -21" » ^'^'W 
sich resp. in 

». = -^fo(ö,V) = -(|^f„(ö,V)c-*% 
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verwandelt. Ißt der Ausdrttck dieser Function ö in jedem Punkte 
p gefunden, so hat man zweitens als Werth von v in jedem 
Punkte p 

(a) ... v = rö = -^^'^ö<?*^ 
^ ^ fl/2 

Es ist aber bereits im I. Kapitel unserer Untersuchungen über 
das Potential im § 26 die Aufgabe, „das Potential im ganzen Baume 
zu finden, wenn es auf den Oberflächen zweier concentrischen 
Kugeln gegeben ist^, vollständig gelöst (m. vergL die Formeln 
unter 6) auf S. 72), und zwar wurden dort die gewöhnlichen Polar- 
coordinaten zu Grunde gelegt. Der Winkel ö, nämlich «py, welcher 
hier bei den dipolaren Goordinaten eines der Bestimmungsstücke 
von p ist, stimmt mit dem überein, welcher bei den gewöhnlichen 
Polarcoordinaten zur Festlegung von p dient, nämlich mit pfiy; 
ferner (in Bezug auf p) ist hier q dasselbe was dort r, und tp hat 
hier dieselbe Bedeutung wie dort. Daher erhalten wir D durch 
eine einfache Substitution in die früheren Formeln, und dann v 
aus ö durch (a). Früher hatte man f^^d, xp) und f^Ö, tp) nach Kugel- 
functionen zu entwickeln; jetzt tritt aber als gegebener Werth an 
den Oberflächen ein Produkt auf, r^f^ oder r,/*,, welches, abgesehen 
von Gonstanten, ist 

((r„ö) ' (a„ö) • 

Durch Substitution der neuen Goordinaten statt der alten erhält 
man sofort das Resultat: 

Man entwickele rj^(0,\ii) und rj^(fi^tp) nach Kugel- 
functionen, indem man setzt 

(30),.. A(ö,ip) = (a„ö)i:Y(r>(ö,v), 



n=0 

00 



»l=Ü 

Alsdann wird das Potential in dem Punkte p derjenigen 
Schale, welche durch die Flächen a = a^ und a = aj be- 
grenzt ist (Pi<o <a^)^ wenn man setzt n-^-^ — v, ausge- 
drückt in den dipolaren Goordinaten a = logop — logTT?, 
ö = Z- apy, und \p 



§ 69, 30, Zwei Kugeln. 269 

Offenbar bedarf es nicht der dipolaren Coordinaten, um die Fort- 
setzung des Potentials in die beiden Räume a < (r, und oXf^ (d. i. 
im ersten Falle in den Raum ausserhalb m^ und innerhalb m^, im 
zweiten innerhalb tn^ und nto) anzugeben. Man entnimmt die Aus- 
drücke unmittelbar den Formeln S. 72, 6). Für manche Zwecke, z. B. 
wenn man unten aus den Formeln die Dichtigkeit x einer idealen 
Vertheilung Ton Masse auf den Eugelflächen ermitteln will, welche 
V zum Potential hat, ist es aber yortheilhaft, den Werth von v in 
den drei yerschiedenen Räumen durch dieselben Coordinaten aus- 
zudrücken. Die Substitution ergiebt 

«=0 

(c) ... V = (o, (?) £ ¥<■*) (ß, %(>)€'■('-<''>, (a < ffj. 

n=0 

Wir bestimmen nunmehr die Dichtigkeit der Masse, mit wel- 
cher man die Eugelflächen m^ und m, belegen muss, damit das 
Potential dieser idealen Belegung auf den Eugelflächen sich in die 
gegebenen Functionen f^ und /^^ verwandelt. Die Dichtigkeit der 
erforderlichen Masse sei auf den Flächen Xq und %^. Diese kann 
man erstens aus der Formel des § 23, S. 73 mit Hülfe des Satzes 
§ 66, 2 finden, wo gezeigt ist, dass die Belegung des abgebildeten 
Eörpers eine Dichtigkeit auf den Oberflächen hat gleich x\ resp. 
r' mal der Dichtigkeit auf der Oberfläche des Bildes. Man erhält 
also die gesuchte Dichtigkeit durch Multiplication der dort gefun- 
denen resp. mit x\ d. 1. mit 

L 1^2 J ' 
resp. mit r*. 

Ohne auf diese früheren Formeln für die Dichtigkeit zurück 
zu gehen, findet man die gesuchte Dichtigkeit x^ oder x^ auch 
direct durch Differentiation des Potentials v nach den beiden in 
einem Punkte der Grenzfläche errichteten Normalen. Benutzt man 
nämlich die auf S. 252 im § 66 gegebene Gleichung n = n.py^, die 
besagt, das die unendlich kleine Normale im Punkte p gleich ist 
der unendlich kleinen Normalen in )), und das ist dg, multiplicirt 
mit r', so ist also die unendlich kleine Normale in p, die wir des 
Zusammenhanges mit dem 1. Eapitel wegen nicht n wie im § 66, 
sondern dn oder, nach der entgegengesetzten Richtung, dn^ nennen 
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gleich 

+ -^ — 7 — Ti^^da = + 



-^ 21 (a, dy ^^ -^ (a, dy ' 

wo man die richtigen Vorzeichen zn wählen hat Auf. den Be- 
grenzungen <y = <y, und = 0^ werden die Normalen, welche in 
den Raum a, < a < a<> hinein gerichtet sind, bei = 0^ das positive, 
bei a = (To das negative Vorzeichen erhalten. Nennt man von den 
beiden Ausdrücken (b) und (c) für v den ersten v°, den zweiten v', 
während v der erste Ausdruck sein mag, der im Räume a, < cj < cj^ 
gilt, so hat man 

also, wenn man den Werth fttr dti, setzt, 

^ l da ^ 

Führt man die Differentiation aus und reducirt, so entsteht 

§ 70. Wegen der Bedeutung, welche der Green'schen Function 
zukommt, wollen wir dieselbe aufsuchen. Es geschieht dies, indem 
wir in die allgemeinen Formeln (30) für f^ und f^ die ihnen zu- 
kommenden speciellen Werthe einsetzen, nämlich die reciproken 
Entfernungen des Poles der Green'schen Function von Funkten in 
den Eugelflächen m^ und m,. Hat dieser Pol der Green'schen 
Function, der pr heisse, die dipolaren Goordinaten %, fj und w, so 
ist seine Entfernung von dem unbestimmten Punkte p mit den di- 
polaren Goordinaten a, und xj), nach § 66, gleich 

wenn man yp^ = r, setzt Die gewöhnlichen Polarcoordinaten der 
Bildpunkte p und )fr sind aber 
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Hieraus folgt 

ppr = yc^«' — 2c^+^COS/ + c2^ 

WO y wie früher darch die Gleichong 

cosy = cosjycoBÖ+sinjysinöcosCt//— w) 

gegeben wird« Man hat daher 
1 21 1 (a, ö)(t, i?)eK«'+r) 



Setzt man hier cj = a^, so ist dies der Ausdruck fOr fo(^,^)^ nnd 
wenn man <y = a, macht, der Ausdruck von f^O, ip). Die Func- 
tionen fo und f^ sollen nach Formel (30) entwickelt werden. Man 
hat also in dem vorliegenden speciellen Falle zu setzen 

l «=0 

wo, wie oben, > fftr n + ^ gesetzt ist 

Indem man diese Ausdrücke in die erste Formel für v einsetzt, 
erhält man als Ausdruck der Green' sehen Function für den Pol 
(t, fj, 6>), der im Baume a, < r < a^ liegt, im Punkte p desselben 
Baumes 

G = j(a, eXt, rj) £ ^ , . . ^^ ^^/>(«)(cosy). 

Liegen die betreffenden Punkte (r^ 17, ta) und (a, 0, %p) in einem von 
den beiden anderen Bäumen, so lässt sich der Ausdruck summiren, 
welchen man erhält, wenn man die Entwickelung von f^ oder f^ 
in die beiden Gleichungen (b) und (c) für v einsetzt, und man findet 
fbr die Green' sehe Function in diesen Bäumen 



11^2 y'cost(T--a)— -cosöcoBij — sinÖ8inJ7Cos(i^ — w) 

Die Dichtigkeit einer Massenvertheilung auf den Oberflächen, 
welche die Green'sche Function als Potential hervorrufen würde, 
kann man, ähnlich wie im allgemeinen Falle, durch Differentiation 
von G nach den Normalen n und n^ ermitteln, kann sie aber auch, 
nach den allgemein gültigen Begeln, aus dem oben gefundenen all- 
gemeinen Werthe von v in einem Punkte (r, tj, w) des Baumes 
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c7^ < a < (Tß ablesen, ohne vorher G abzuleiten. Denn nach (6) auf 
S. 90 hat man, wenn x^ und x^ die gesuchten Dichtigkeiten be- 
zeichnen, (dort erhielten beide denselben unteren Index o) wenn do^ 
und do^ die Oberflächenelemente, und f^ und f, die willkürlich ge- 
gebenen Functionen sind in welche sich ein Potential y auf den Ober- 
flächen verwandeln soll. 

Das Flächenelement do^ ist aber gleich dem Flächenelement des 
Bildes mal r^, d. L 

so dass man hat 

Dieses muss mit dem Werthe von v in dem Punkte C^, rj, w) des- 
selben Raumes übereinstimmen, welcher im § 69. S. 268 gefunden 

war. Setzt man für Y? das bekannte Doppelintegral, so wird der 
sich auf die Fläche m^ beziehende Theil von v 

/-TT /'S;, « 2fi4-l^,p .p^, . sin(T-0»^ ^inOdedtp 

(^''V J j;-4;r^°(^^^)'^"^^^.«^)-^i^^ 

Hieraus folgt durch Vergleichung mit dem obenstehenden Ausdruck 
von V schliesslich als die gesuchte Dichtigkeit der Massenbelegung 
auf der Oberfläche der Kugeln m^ und m, resp. 



^0 






, _ (^> lyX^^n g)' ^,. 

*» " 2f' ^ sin 

§ 71. Nach Erledigung des im § 69 gestellten Problems gehen 
wir nunmehr zu dem Falle über, dass die beiden Kugeln m^ 
und m^ sich von innen oder von aussen berühren. 

Man kann diesen Fall zunächst als Grenzfall desjenigen be- 
trachten, welcher uns beschäftigte; der Punkt y wird dann der Be- 
rührungspunkt der beiden Kugeln m^ und m/, es fällt a mit y zu- 
sammen, q wird unendlich und /u liegt in unendlicher Entfernung. 
Die Bilder der Kugeln sind unendliche Ebenen, welche auf der 
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Centralen senkrecht stehen und von y die Entfernung besitzen 1 : ^a^ 
resp. l:2aj. 

Setzt man nämlich, je nachdem die Berührung von innen oder aussen slalt- 
findet resp. 

wo man unter % eine imendlich kleine Grösse versteht, so wird, nach den 
Formeln auf S. 264, im ersten Falle 



«o(«i-«o)' ' «.(«,-0,)' 

im zweiten Falle 

< = /'l' x > o\ = /^;f , , c^. < 0). 

Behandeln wir nur den ersten Fall, so haben wir 

13 ___ **0 **i " 



fli-flo 



ZU setzen; a bewegt sich zwischen Oq und a^f und r wird unendlich, wenn 
nicht unendlich klein ist. Setzt man a = et und = «f, so wird 

V 2 ' «0 «1 

Die letzte Formel zeigt, dass, während rj von an wächst, der Punkt p sicli 
auf einer Ebene bewegt, die von /die Entfernung 

besitzt, und die Bifder der beiden berührenden Kugeln die oben angegebenen 
Ebenen sind. 

Ohne den Grenzübergang zu machen können wir diesen Fall 
direkt behandeln, und beginnen dazu mit der Abbildung einer un- 
endlichen Geraden aus einem Punkte y. Fällt man von y auf die 
Gerade ein Perpendikel yb, welches wir 
die Axe nennen, und ist 6 das Bild von 
6, ist ferner p das Bild eines Punktes p 
der Geraden, so liegt p auf dem über hy 
als Durchmesser beschriebenen Kreise. 
Denn AbpyojApiy, da ^pyi gemein- 
schaftlich und 

yh.yb = 1 = yp.yp 

ist. Daher ist der Winkel bei p ein 

Rechter. Zu ph parallele Linien p^h^ und p^i^ geben daher zu 

Bildern Kreise, die sich in y berühren, von innen oder von aussen, 

Ufline, Anwendangen der Kageirutictiouen. 8. Aufl. IB 
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je nachdem die Parallelen auf derselben Seite von y liegen oder 
y einschliessen. 

Dreht man die ganze Figur als (halbe) Meridianebene um die 
Äxe \yy so entstehen aus den parallelen Geraden ])arallele Ebenen, 
aus den zwei Kreisen zwei sich in y berührende Engeln, welche 
die Ebenen abbilden. Umgekehrt sind auch die Ebenen die Bilder 
der Kugeln, und diesen Umstand verwerthen wir auf folgende Art 
zur Losung unserer Aufgabe: 

Es seien nt^ und m, die gegebenen Kugeln mit den Radien a^ 
und Oj ; die Kugeln berühren sich in einem Punkte y. Von diesem 
aus bilden wir die verschiedenen Gegenstände ab. 

Die folgenden Figuren stellen, wenn m^m^ die Rotationsaxe ist, 
die halbe Meridianebene vor; diese wird durch den Winkel ^y 
welcher der geographischen Lage entspricht, festgelegt Die erste 
Figur bezieht sich auf den Fall, dass die Kreise sich in y von innen 
berühren, welcher bei der Behandlung einer Frage über das Gleich- 





. f 



f. 



ffio Uli &0 ^ bi Bi I^ 

yp = r, yb = a, bp = f, y\ = o^, y\ = a,. 



B. 



gewicht der Wärme von besonderer Wichtigkeit ist, während die 
zweite den Fall der Berührung von aussen betrifft, auf welchen die 




y 

yp = r, yb = o, bp 






= <»o> y\ = »i- 
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Frage nach der Vertheilung der Elektricität auf zwei Kugeln führt. 
In beiden Figuren stellen m^,, m,, 6^,, 6,, \^ b,, ebenso wie in den 
froheren Paragraphen die Mittelpunkte, die Durchschnitte der Kreise 
mit der Axe und deren Bilder vor. Irgend ein Punkt p sei durch 
die Polarcoordinaten yp = r und den Winkel = pym^ festgelegt, 
der zwischen und n liegt; liegt p auf dem Kreise m^ oder m^, so 
wird dem p und den mit p in Verbindung stehenden Stücken der 
Index oder 1 hinzugefügt. Das Bild von p ist )}; die rechtwink- 
Ugen Coordinaten von p in Bezug auf die Axe und eine im An- 
fangspunkt y auf derselben Senkrechte sind yb^a und b)) = f, 
während die von p, die j; und y sind, mit ihnen durch die Glei- 
ebang zn^minenhängen 

Die positive Richtung der Axe geht von y nach m^, die der Senk- 
rechten ist von y in die Halbebene hinein gerichtet Der Ort des 
Punktes p bei festgehaltenem a ist ein Kreis, welcher die gegebenen 
jii^ und ifij in y berührt. Weiter unten wird neben den Punkten 
p, Po, Pj noch ein Punkt, der Pol pry auftreten, dem wir die r und 
entsprechenden Polarcoordinaten s und 37 geben, während den 
Veränderlichen f und für den Pol die Coordinaten t und r ent- 
sprechen sollen. Die Coordinaten r, 6 resp. s, tj hängen also sehr 
einfach mit f, a resp. t, t zusammen, und man kann sofort von den 
einen zu den anderen übergehen. Ich stelle zunächst einige in die 
Augen fallende Beziehungen zusammen: 

CjObO . _ sing _ cosi; . _ siujy 



a = 



r 8 



COSdo 1 COSÖ, ra I 9 I xa • a 1 

''='-Fr^2^^ "'^-iT' '+"=7^' *+"=?• 

Man setzt: 

, gi» = p-2ftcos(v/-w)-ft^ 

_— - — — 5^ = «'sin'ö — 2r*sinÖ8in77cos(i/; — w) -hr'sin'w. 

Während in der ersten Figur p den Raum im Innern des 
Kreises m^, dann den Raum zwischen m^ und m,, endlich ausser- 
halb «i durchläuft, nimmt er = yb die Werthe an von rx) bis a^, 
von Oq bis a^, von d, bis —oc. 

18^^ 



276 Potential. § 71, 31. 

In der zweiten Figur möge p vom Innern des Kreises m^ bis 
auf die Peripherie des Kreises m^ rdcken, dann den Raum aof der 
Halbebene ausserhalb der beiden Kreise durchlaufen, schliesslich 
in's Innere von m^ dringen. Dann nimmt a von c» bis a^ ab, von 
Oq bis zu (dem negativen) a,, von a^ bis — oo. 

Der Werth dos Potentials auf den beiden Kugelflächen m^ und 
tn^ sei zunächst als Function ausser von tp auch von r und ge- 
geben. Indem wir statt r und die Veränderlichen a und durch 
die Gleichungen 

tang^ = -y-, r = — 

einfuhren, verwandeln sich jene Functionen, die gleichfalls als ge- 
gebene anzusehen sind, in Functionen von f und tp; sie seien fo(ff ^) 
und f,(f? V')- Das gesuchte Potential v in einem Punkte p mit den 
Polarcoordinaten r, 0, xp wird also, ähnlich wie S. 268 im § 69, aos- 
gedrQckt durch 

(a)... V = yö = ö}/r+^", 

wo ö eine Function von a, f, xp ist, ein Potential, welches für a = a, 
und er = (7j, d. i. auf den beiden unendlichen Ebenen, die auf der 
Axe in b„ und b, senkrecht stehen, die gegebenen Werthe 

annimmt. 

Man kennt eine solche Function t) bereits aus dem 4. Kapitel 
§ 55; sie wird durch drei verschiedene analytische Ausdrücke ge- 
geben, die gelten, je nachdem p in dem einen oder dem anderen 
von den drei Räumen oc>a>ao, ^o>^>^i; c7i><y>--oo 
liegt. Setzt man die doii; gefundenen Werthe von t> in (a) ein und 
nennt den sich hieraus ergebenden Ausdruck für den zweiten Raum 
schlechtweg v, für den ersten und dritten v® und v', so findet man 
schliesslich das gesuchte Resultat: 

Stellt t hier einen Integrationsbuchstaben vor, der f entspricht, 

und setzt man 

(31) ... m = }/p-2ftco8(«^-w)+t', 

so wird im Räume o^<:a<.o^ das Potential v gleich 
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wenn der zweite Tbeil der rechten Seite (1, 0) den Ausdruck be- 
zeichnet, welcher aus dem ersten durch Yortauschung der Indices 
nnd 1 untereinander entsteht. 

Femer findet man für den Raum a> a^ 

man kann die rechte Seite auch, wie es im § 55, a) mit einem ähn- 
lichen Integrale geschah, durch ein zweifaches Integral ersetzen und 
hat dann 
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i3 



Vertauscht man endlich in den beiden Ausdrücken für v^ den 
Index mit 1, so hat man v'. 

Den Ausdruck von v verwerthen wir, wie am Schluss des § 70, 
um die Dichtigkeit Xq und x, der Massenbelegung zu finden, 
welche der Wirkung eines im Räume a^<:,a<a^ befind- 
lichen Poles entspricht. Da das Flächenelement des Bildes 
der Kugelfläche, welche einem bestimmten Worthe von a angehört, 
d. i. der entsprechenden Ebene, \d\d\p ist, also das der Kugelfläche 






a 9 



so findet man, wenn der Pol px (s. o.) die Goordinaten x, t, to hat, 
für die Dichtigkeit in Punkten p^ = (a^y 0, xii) 

und die Dichtigkeit Xj in Punkten (a,, 0,\p)^ wenn man a^ mit a, 
vertauscht. 

Die Green*sche Function in einem Punkte p = (a, f, xf)) des- 
selben Raumes <y, < er < oTo, wenn auch der Pol pr = (t, t, w) in 
eben demselben liegt, ist 



/ 



u 



(ei«'-^«)sin(T - a,)li + c^^^«- ^) sin^- t) Ai) -J^^^^-%rr • 



Es zeigt sich dies durch eine einfache Rechnung, wenn man be- 
achtet, wie die Entfernung zweier Punkte p und p' mit der ihrer 
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Bilder p uud p* zusammenhängt. Man hat nämlich nach § 66 
und findet hieraus 

während man zugleich hat 

W'» = (cj-ay+r-2|Tco8(ip-i^') + r='. 

Wir handeln hier über den Zustand des elektrischen Gleich- 
gewichtB, welcher durch die Einwirkung eines Punktes p, mit der 
Masse 1 in einem Leiter hervorgebracht wird. Heisst der Leiter K, so 
ist (S. 61) das Gesammt-Potential, d. i. des Massenpunktes und der 
auf K vertheilten Elektricität, in K eine Gonstante. Verbindet man 
K durch den Leiter L mit der Erde, welche als unendlich gross 
betrachtet wird, so ist das Gesammt-Potential im Körper wiederum 
eine Gonstante, aber Null. Dies Potential ist jedoch nicht, wie frQher, 
ein nur vom Massenpunkt pr und von K herrührendes, sondern 
noch um das des Leiters L und das der Erde zu vermehren. Nur 
mit Annäherung kann man, in geeigneten Fällen, das von L 
und der Enle herrührende Potential vernachlässigen; dann ist also 
die Summe des von pr und K herrührenden Potentials gleich Null 
zu setzen, und nur dann lässt sich — aber nur näherungsweise — 
die elektrische Dichtigkeit durch diejenige ersetzen, welche der 
Green' sehen Function entspricht. So würde z. B. der angenäherte 
Werth der elektrischen Dichtigkeit auf einer nicht isolirten leitenden 
Kugel durch Xc auf S. 95 ausgedrückt werden, wenn der Badius der 
Kugel gross, und der Leiter L au einem solchen Punkte der Ober- 
fläche der Kugel K angebracht ist, welcher möglichst weit von pr 
entfernt liegt, und wenn endlich der Punkt der Kugelfläche für den 
man x^ ermitteln will, sich möglichst nahe bei p, befindet. 

Dass man (wenigstens in der Kegel, S. u.) nicht die der Green'- 
sehen Function für K allein entsprechende Dichtigkeit mit der elek- 
trischen verwechseln kann, sondern die Green'sche Function fUr 
K, L und die Erde zu Grunde legen muss, ist mehrfach übersehen 
worden, vielleicht in Folge einer Aeusserung von Green an einer 
Stelle*), an welcher er über die Existenz und Bedeutung der Green'- 

*) Grelle, Journal f. M. Bd. 44, S. 366: An Essay on the application of 
mathcmatical annlysis to the theorics of Electricitv and Magnetism, No. 5; oder Mathe- 
roatical Papers of the latc George Green, edited by Ferrers. London, 1871. S. 32. 
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sehen Function handelt. M. vergl. S. 89. Wir haben bereits auch 
solche Körper K behandelt, in welchen die Dichtigkeit der Green'- 
sehen Function mit der elektrischen wirklich übereinstimmt, als 
nämlich K ein unendlicher Gylinder oder Kegel war. Dort muss die 
Summe G—T gerade die Gonstante sein, weil diesen Flächen un- 
endlich entfernte Punkte angehören. 

So auch werden >vir hier die Aufgabe über die elektrische 
Dichtigkeit einer Kugel m^, die eine unendliche ebene Platte be- 
rührt, und von dem Punkt pj mit der Masse —1 elektrisch erregt 
wird, genau lösen können, indem wir in unseren Formeln für x^ 
und X, den Radius a^ unendlich werden lassen. Die genaue Formel 
wird man dann mit dem oben erwähnten angenäherten Werthe für 
x^ auf S. 95 vergleichen können, welcher gewöhnlich als Ausdruck 
der Dichtigkeit der elektrischen Masse für eine mit der Erde in 
Verbindung gesetzte Kugel gegeben wird. In den hier gebrauchten 
Zeichen ist dieser Näherungswerth 

io) ... Xo = -j ä • 

In den obigen Formeln lassen wir den Radius a^ dadurch un- 
endlich werden, dass wir (Xj = setzen. Die Kugel m^ berührt die 
unendliche Platte (die unendliche Kugel m,) in y; der elektrische 
Massenpuukt —1 ist, wie oben, der beliebig gelegene Pr* Für die 
elektrische Dichtigkeit in einem Punkte p^ = ((Tq, f, v) der Kegel- 
fläche i»o , resp. im Punkte p, = (0, f, ifj) der Fläche m, , d. i. der 
Platte, findet man daher 



» 



2rrx, = fYf^+T"/'"-?^'^-^ J(A3i)idA. 

»y siuiAan 

" 

Die Quotienten der Sinus unter dem Integrale lassen sich in 
die Reihen resp. 






2; e-^[2«<'o+»] — C"^[(2ii+2)a„-iJ 



w.=Ü 



verwandeln. Nach I. 197 (d) ist aber 



J^ e-^^J(m)Xia = 



a 



Ma'^ir^ ' 



fa'+W 
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SO dass man hat 

Setzt man für die neuen Coordinaten f, a, t, t die Polarcoordinaten 
r, 6, Sy 17, 80 verwandelt sich das Glied der Summe 2, für welches 
71 Null ist, auf der rechten Seite des Ausdrucks von 27ix^, in dem 
speciellen Falle, dass der elektrische Mas&enpunkt pr auf der Axe 
selbst liegt, abgesehen von dem Vorzeichen, in den oben angegebenen 
Ausdruck (&), den >vir als Näherungswerth in gewissen Fällen be- 
trachten durften. 

Die hier angegebenen vollständigen Werthe von x^ und x« lassen 
erkennen, wie diese Ausdrücke auch durch eine Reihe von soge- 
nannten Spiegelungen gefunden werden können. 

§ 72. Bei dem Problem der zwei Engeln waren ausser dem 
Winkel ip, der die verschieilonen Meridianebenen bestimmt, noch 
zwei Coordinaten a und einführt. 




6j/t &o y »*ü i>i ^1 do ^0 dl 



Der geometrische Ort aller Punkte p mit gleichem a war in der 
Meridianebene ein Kreis, der dadurch bestimmt ist, dass man hat 

logap — log/p = a. 

Hält man dagegen fest, so ist im Meridian der Ort der Punkte 
p mit gleichem ein Kreis über der Sehne ay, der den Z. ö in 
der Art fasst, dass man hat Z. ap/ = 0. Das Bild p dieser Punkte 
p durchläuft die unendliche Gerade /ip, welche einen Z. d mit /i/ 
bildet, wenn /ri das Bild von a, l)ei der Abbildung von r au^» be- 
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zeichnet. Dreht mau die ganze Figur um die Axe ay, so erhält 
man zwei Flächen. Die erste, die wir in diesem Paragraphen 
schlechtweg die Botationsfiäehe nennen, ist die Fläche, die durch 
Rotation eines Kreissegments, welches den Z. fasst, um die Über- 
spannende Sehne ay erzeugt wird. 
Die andere ist ein Kegel, dessen 
Seite fip einen Z. d mit der Richtung 
fty, der nördlichen, einschliesst. Der 
Rotationskörper, von y abgebildet, 
hat daher den Kegel zum Bilde. 
Beide Flächen werden durch Rota< 
tion der nachstehenden Figur um 
ay erzeugt (yfi.yce = 1). 

Dringt man von der Oberfläche des Rotationskörpers in's 
Innere hinein, so wächst d bis rr. Von einem Punkte sagen wir, 
er befinde sich im Innern eines Halbkegels, wenn er in dem Theile 
liegt, welcher die kleinere Oeffnung hat. In der vorliegenden Figur 
ist ein stumpfer Winkel, daher seine Axe nach Süden (laa) ge- 
richtet, die Oeffnung afip gleich n — d. Wenn p in das Innere 
des Rotationskörpers dringt, so dringt das Bild p gleichfalls in's 
Innere des Kegels. Anders verhält es sich, wenn d ein spitzer 
Winkel wird. Die Axe des Kegels ist dann fiy, nach Norden ge- 
richtet, die Oeffnung des Kegels y^p ist 0, und wenn p in's Innere 
des Botationskörpers dringt, so geht das Bild p in den äusseren 
Raum des Kegels. Des kürzeren Ausdrucks halber betrachten wir 
da, wo eine Trennung der beiden Fälle erforderlich wäre, nur den 
ersten, den Fall der Figur; wir beschränken uns auch auf die Unter- 
suchung eines vollen Rotationskörpers, dem der bestimmte Werth 
Oq von angehöre, und übergehen die Behandlung der Schale, 
welche durch die Botation von zwei Segmenten mit gemeinschaft- 
licher Sehne ay um diese Sehne entsteht, deren Bild durch die 
Mäntel zweier Kegel mit gemeinsamer Axe und gleichem Scheitel 
gegeben wird. 

Will man, nach Herrn Mehler, das Potential v des Botations- 
körpers im Punkte p des Baumes aufsuchen, wenn es auf der Ober- 
fläche dieses Körpers bekannt ist, so denke man sich v^^ in p^ als 
Function von a und ip durch die Gleichung gegeben 
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Dann muss man (S. 254) das Potential t) für den Kegel in p auf- 
suchen, wenn üo gleich r^y^ wird, d. i. 

Schliesslich ist 

beschränken wir uns auf die Aufstellung des Potentials y im Punkte 
p des äusseren Raumes unseres Rotationskörpers, so haben wir 
daher (s. o.) auch t) nur für den äusseren Raum des Kegels zu 
suchen. 

Diese Function wird durch § 65, S. 243 gegeben; die dortige 
Bezeichnung muss man, um sie mit der Bezeichnung dieses Kapitels 
in Einklang zu bringen, so abändern, dass was dort r^ q, a heisst 
in unser q oder yp, logg oder a — log2f, undT — log2f umgetauscht 
wird. Femer ist die für die Oberfläche gegebene Function dort 

YQ }Q 

bei uns yPo>F(o,ip). Setzt man diese Werthe ein und setzt wie 
dort f für t^, so giebt die am Schluss des § 68 befindliche Zu- 
sammenstellung uns folgenden Ausdruck für das Potential v des 
Rotationskörpers im äusseren Punkte (o, 0, xp): 

-^-^J ^V (^dJ-J t(^eosKT"a)cos.CV'"^)ö/^. 

Handelt es sich um die Green'sche Function für den Rotations- 
körper, so hat man für F(a, \p) die reciproke Entfernung p^pj, d. i. 
des Poles pr mit den Coordinaten Xy rj, o) vom Punkte p^ einzu- 
setzen. Man kann aber diese und die entsprechende Dichtigkeit 
der Belegung auf der Rotationsfläche auch direct aus den im § 65 
für die entsprechenden Stücke beim Kegel aufgefundenen Ausdrücke 
zurückführen. In der That ist, wenn man von y aus abbildet (S. 252) 

daher der Werth, den Dq bei der Green'schen Function annimmt, 

^ ^ rPo ^ 1 1 

' Wi-yjPo-yPr YPr ppT 

Die Function t) ist also das Produkt von yp, und der Green'schen 
Function des Kegels für den Pol pr in p. Setzt man den Werth 
ein, so wird die Green'sche Function fllr den Rotationskörper, 
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wenn der Pol im äusseren Räume liegt, 

f(C0897)f (C08Ö)l(— C08Öo).C08//(<T — t) 



/ 





I(C08ÖJ cos jUTli 



d/u. 



Die entsprechende Dichtigkeit ist nach S. 255 gleich dem Pro- 
dukte von (ypj' mal der, welche Do angehört, d.i. gleich dem 
Produkte von (ypj'(yp,)mal der dem Kegel im Punkte p^ für den 
Pol pT angehörenden. Dies giebt 

2r7r'smö,, J f(co8Öj ^ ^ ^ ^ 



Siebentes Kapitel. 

Der Ring. Kugelkalotte. 

§ 73. Herr Carl Neu mann hat gezeigt*), wie man die Coor- 
dinaten von Thomson verwerthen kann, um Untersuchungen über 
das Potential, welche den früheren entsprechen, auch für einen 
Ring zu führen. Ein solcher Ring entsteht, wenn ein gegebener 
ganzer Kreis um eine gegebene Axe gedreht wird, welche sich in 
seiner Ebene, aber ausserhalb des Kreises, befindet. 

In der Figur auf S. 265 ergänze man die Halbkreise zu ganzen 
Kreisen; m^ sei der gegebene Kreis mit dem Radius a^ , den man 
um die gegebene Axe der Z dreht. Von m^ fälle man auf diese 
Axe das Perpendikel m^b^^ welches die Axe Z in il trifft. Diese 
Linie sei die Axe S> Die Linie wird positiv in der Richtung von 
A nach m, gezählt. Man wählt dann auf Am^ zwei Punkte a, y, 
so dass A sich in ihrer Mitte befindet und a^ 6^, yy d^ harmonische 
Punkte sind. Bezeichnet man die gegebene Entfernung Am^ mit 
e, die unbekannte Entfernung Aa^=^ Ay mit I, so hat man bekannt- 
lich («+!)(«—!) = «^ findet also f und damit die Lage von a und 
y durch die Gleichung 



*) Theorie der Elektricitäts- und Wärmc-Vcrtbeilang in einem Ringe. Halle, 
1864; 51 S. 
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Die Linie Aym^ iu der Lage, in welcher sie sich vor der Drehung 
befindet, sei die Axe der x, die Axe Z die der ;5. Wir drehen die 
halbe Meridianebene, d. h. die Halbebene, in welcher der ganze 
Kreis i», liegt und die durch die Axe Z begrenzt wird (oder für 
welche die $ positiv sind), um die Axe Z. Der Drehungswinkel 
sei xfj; ist derselbe ^tt, so befindet sich die Axe S in einer Lage, 
die wir als Axe Y bezeichnen. 

Am Eingange des § 67 wurde bereits erwähnt, weshalb die 
einfache Anwendung der Methode der Abbildung hier nicht zum 
Ziele führt; man erreicht aber dasselbe, wenn man berücksichtigt, 
dass die Differentialgleichung z/v = sich wesentlich vereinfacht, 
wenn sie sich auf irgend welche Rotationskörper bezieht Ist näm- 
lich die Axe Z die Rotationsaxe, liegt wie bei uns die rotirende 
Figur in der Meridianebene SZ, so führt man für die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z eines Punktes p des Rotationskörpers die recht- 
winkligen ^, ^ des Punktes in seiner Meridianebene ein, indem 
man setzt 

Man hat dann für das Quadrat des Linienelementes, dessen Be- 
deutung für die Einführung neuer Coordinaten man aus L 308 kennt 

Gelingt es für die rechtwinkligen Coordinaten ^, ^ der 
Punkte in einer Ebene allein, der Meridianebene, ortho- 
gonale Coordinaten fi, v einzuführen, so nimmt die Gleichung 
Jv =r dieselbe einfache Foim an, wie L 308. Die dritte von den 
drei orthogonalen Coordinaten ist nämlich xp. Setzt man 

so erhält man 

? d^)' "*" dii\m d(x^^ dv^^l dvJ "" "• 

In dem uns vorliegenden Falle kennt man bereits die geeig- 
neten orthogonalen Coordinaten für ^ und t,; sie sind a und Oy und 
zwar hat man (vergl. den Schluss des § 68) 

^ ftsinta y. fsinö 



Costa— C08Ö ' Costa — cosö ' 

wenn man nicht mehr wie früher von bis n zätlt, sondern 
von —n bis tt, selbstverständlich von — tt bis für negative ^. 
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Dagegen wird man a, wo wie früher 

loga = logcrp — log^ 

ist, nicht mehr von — oo bis oo, sondern von bis oo zählen. Um 
die Bezeichnungen zusammenzustellen, sei hier sofort bemerkt, dass 
wir wieder das dem Punkte pr entsprechende a und xf) mit t und 
w bezeichnen, und setzen 

In dem vorliegenden Falle ist das Quadrat des Linienelementes, 
wie die vollständige Differentiation von ^ und ^ nach o und d zeigt, 

^ 7-^ jicr [da'+dO'-Bm'oi.dib'], 

(costa — cosö)^ *■ ^ -" 

während man für den Fall der zwei auseinander liegenden Kugeln, 
der im vorigen Kapitel behandelt wurde, für dies Quadrat 

7 — ~ ^vF [da'+ dd'+ sin'e.av^T 

gefunden hätte. Hiernach verwandelt sich die Gleichung 
Jv = im vorliegenden Falle in die folgende 

d r sinta öv "j 3 f sin ta ö v "l 1 d^v __ 

Der leichteren Vergleichung halber füge ich die Gleichung hinzu, 
die man in dem Falle des vorigen Kapitels erhalten hätte, 

d r sinö öv 1 . ö r sinö 5v 1 . 1 öV 



r sing av i d \ sinO dvl 1_ 

l(a,Oy dai'^ dO l(a,Oy dö'J+8inö(a, 



= 0. 



da l(a,Oy öaJ • dO l(a,0y dO i ' »mO(a,Oy dxp' 

§ 74. Wir entwicketn nun die reciproke Entfernung T zweier 
Punkte mit den dipolaren Coordinaten a, 0, xlß und Xy rj, lo in eine 
Reihe, deren Form für die ferneren Untersuchungen geeignet ist, 
nämlich nach Cosinus der Vielfachen von d—i] und zugleich nach 
Kugelfunctionen, aber nicht mit einem ganzzahligen, sondern 
mit einem gebrochenen oberen Index, der die Hälfte einer 
ungeraden Zahl ist. 

Durch Einführung dieser Coordinaten erhält man offenbar 

fy2 Vj-co8(ö-i?) ' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

j = Costa costT-l-sintasiniTCOs(i/; — C(i). 
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Während die Entwickelung eines AuBdrucks 

(l-2icosg) + i')-* 

nach aufsteigenden Potenzen von l als GoefiScienten von l^ eine 
Eugelfunction erster Art P''(cos9>) giebt, so ftlhrt die Entvrickelnng 
desselben Ausdrucks nach Cosinus der Vielfachen von 9> auf die 
Kugelfunction zweiter Art von Costa. In der That hat man nach 
der bekannten Entwickelung von Gauss in der Abhandlung über 
die hypergeometrische Reihe (Werke III. 129), d. i. nach der ersten 
Formel I. 300, wenn man dort 

2ab "" ^ 

setzt, eine Gleichung, die sich, nach Einf&hrung der Eugelfunction 
zweiter Art (I, (19) und (38, 6)) in 

^ %.-. = ^-i'(?'-*(ä)cosKÖ-,) 

Vj-cos(ö-i7) ^ 

verwandelt. Hier kann man auch Qo'^ durch die Formel 

einf&hren. 

Man findet also die Entwickelung 

T = 2^"^-^)^^'^^ i'(?-»(i0co8>(<9-7). 

Dieselbe Formel für Q wie oben ergiebt sich, wenn man 

cosy9>d9> 



/ 



i l'j-cosg) 

nach L 157 in 

•»d'Cl-x'y-« dx 



i.3...(2»-i)y 



dx' ,/j_x 



—1 

verwandelt Nach > maliger Integration durch Theile geht dieser 
Ausdruck in 

ober. Eine Entwickelung nach absteigenden Potenzen von g ver- 
schafft sofort die frAheren Fonneln. 
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Diese Gleichung giebt Q^^^ durch ein zwischen und n ge- 
nommenes Integral, nämlich 

^ }/2co8ai-2co8g) •{ Vl-2Aco8g) + r 

Differentiirt man die Torstehende Gleichung /u mal nach cosat, so 
hat man also Q^~^(cos(rt) durch das Integral 



/ 



ausgedrückt. 

Schliesslich führt man für Q(g) seinen durch das Additions- 
theorem I, (55) gegebenen Ausdruck ein. Denkt man sich t> a, 
80 erhält man die gesuchte Entwickelung 

^' P^"*(co8aOöJi~*(cosTi)cos/ti(i/;— ft>). 

Die Eugelfunctionen P und Q, welche hier auftreten, unter- 
scheiden sich von den in den ersten Kapiteln vorkonmienden da- 
durch, dass dort der obere Index eine ganze Zahl, hier eine halbe 
ungerade Zahl ist. Man kann dieselben nach den Formeln des 
ersten Bandes auf verschiedene Art ausdrücken. Z. B. hat man 
nach I, (38, 6) 

0j^"^(COSTi) 

= ^ ^ ' "' TT- / (costT+tsiniTCOsivy^^costMvdt;, 

WO Vo = ilog(co8tT+l)— ilog(cosiT— 1) ist, und aus I, 207 

eoBfiq>dq> 



^^^. .. 1 3.5...(2f-1) /^ 



^'cos io + «sin ia cos q/y-^ 

Man kann aber auch die zweite der I. 219 unter 3 gegebenen 
Reihen anwenden und hat 

(?;;-*(cosTt) = (2A,y-^(i-i;rF(i+iu, v+^+i, ^+i, ij). 

Endlich erhält man auch eine ähnliche Reihe für P, nämlich 

/^"^(coscTt) 
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Die lelzte Form liudet man aus der Gleichung für Q, wenn man bemerkt, 
dass die Differentialgleichung der hypei^eometrischen Reihe F{a, ß, y, x) all- 
gemein auch ein Integral F(a, /?, Of + /? + 1 — y, 1 — x) besitzt. Dadurch 
erhält man aus 

die zweite Lösung 

Pa + f. y + (i + h fi + i- l-iO- 

Dasselbe ergiebt sich durch eine directe Umformung aus dem vorstehenden 
Aus<lruck von P durch ein Integral. Dieses ist (abgesehen von dem conslanteu 
Faktor vor dem Integral) 



2r-H f* cos/uy dg) 



/ 



„ (l-Cl-AOcos'ig»)"-^ 

Entwickelt man den Nenner nach dem binomischen Lehrsatze und benutzt die 
Formel 

die verlangt, dass von den (positiven) Zahlen a und ^i die erstere die grössere 
sei, so erhält man sofort die Gleichung für P. 

Auch die Reihe für Q lasst sich durch Transformation des Integrals finden. 
Andere Formen für die Functionen Vu und Q^y die hier auftreten mit einem 
oberen Index v — \, findet man aus den im I. Bande angegebenen Ausdrücken 
für diese Functionen mit ganzzahligem oberen Index. So giebt die Form I. 221 

im vorliegenden Falle die beiden Lösungen PJi~*(cosai) und 0^~ (cosai) in 
der mit den oberen oder resp. mit den unteren Zeichen versehenen Lösung 

Man findet als schliessliches Kesultat T auch in der 
Form 

F(^ + i, /i + v + i, 2Ai + l, V). 
Hier ist gesetzt 

e-^ — l, e-' = ij ; ij < A < 1 ; 

(d, (f) = >^co8(yi — cosö, (t, jy) = I cosit— cosij. 



Wir wenden die vorstehenden Entwiekelungen auf die Lösung 
von Aufgaben Über das Potential an: 

Führt man in die Gleichung des Potentials v, d. i. in .</v = 0, 
statt V eine neue Veränderliche ö durch die Gleichung 

V = (a, Ö)D 
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ein, 80 erhält man (vergl. S. 285) 

a'ö , . , . öö , Ö'B 1 ö'ö , , 

Man entwickele ö in eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen 
Yon d nnd tp geordnete Reihe 

8 00 CO 
2! 2!'(iOBfitpQOBvO.Supy 

wo Sfty eine Function von a allein bezeichnet und das vor dem 

ganzen stehende j^ bezeichnet, dass man zu der vorstehenden 

Doppelsumme noch die drei hinzufügen soll, welche aus derselben 
durch Vertauschung der Cosinus mit Sinus entstehen. Die Function 
s^r genügt der Gleichung 

^ +icotgai.-^+ [^-(v + iXv-i)], = 0, 

deren allgemeines Integral von der Form 

Sfjiy = a//r'^""*(co8at) + fe//,.öJl""*(cosai) 

ist. Man hat demnach als allgemeinsten Ausdruck für das Potential 
des Ringes 

V = (er, 6) ^ 2^' [a^v/^~*(cosaO -f- 6^kOJ1"* (cos ai)] cos/ui^cosfÖ, 

Je nachdem der Punkt p = (a, 0, xf/) im äusseren Räume, in welchem 
a auch den Werth Null erhält, also l gleich 1 wird, oder im 
inneren Räume, in welchem a auch unendlich, also l Null wird, 
liegt, fallen die P oder die Q aus dem Ausdrucke von v heraus. 
Beide hat man beizubehalten, wenn man das Potential in einem 
Räume betrachtet, den man als hohlen Ring bezeichnen kann, in 
welchem a alle Werthe zwischen dem kleineren a^ an der äusseren, 
und dem grösseren a^ an der inneren Begrenzung annimmt. Ich 
behalte im Folgenden , um die Ausdehnung der Formeln zu be- 
schränken, die Functionszeichon P und Q bei, ohne die Reihen 
oder Integralausdrücke, die man für sie S. 287 erhielt, einzusetzen. 
Zunächst lösen wir die Aufgabe, das Potential des ring- 
förmigen Körpers aufzufinden, wenn es auf der Begrenzung 
a = aj als Function von und tp gegeben ist. Es sei diese ge- 
gebene Function 

v = f(ö,v); (o = a,). 

Heine, Anwondungen der Kugelfanctionen. 2. Aufl. 19 
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Man entwickele den Quotienten von f und (a„ 0) in eine trigono- 
metrische Doppelreibe 

'^ ^^^ = K ^' C^yCOBfll^COSvd, 

ycoB ta, — COS d /'=^ y=o 

kann also annehmen, dass die c bekannt sind. Dann ist das 
Potential des Binges in einem Punkte (a, 0, \p) des äusseren Baumes 
(Va), oder des inneren (v*) 

• /ixQ ^t 0L~*(costa) . g. 

v« = (a,ö)^ 2 ^f^yj^ — H^cosfii^oosi^ö, 

'^ ;i=0, y=0 0^^(cos laj ) 

V. = (cr,ö)S J' g/ir ^^^ .; !^^ cos/tiV^cosyg. 

'^^=ü,r=o "^ P^^(cost<y,) 

Z. B. ist die Green'sche Function ftlr einen im äusseren 
Baume liegenden Pol (xy ij, (o) in dem Punkte (er, 0, tf/) des äusseren 
Baumes 

ß,^2-^?^^^^ J' co8Ai(U^-i«i)cosy(ö-9)X 

Jl-i. — tvOa- *Cco8a00/.^cos(n). 
»'O/i '(costaj 

Die Dichtigkeit der Masse, welche über die Oberfläche 
vertbeilt G als Potential giebt, findet man nach (a), indem man 
berücksichtigt, dass das Element der Oberfläche 

— it*8mio^^0^^p 
ist Man erhält als Dichtigkeit im Punkte (cr^ , 0, xfj) der Oberfläche 



^ = fLvi i ^ ^ nr-W » N cosAi(»-<ii)coBKg~?)- 

t fl Ql—^y fi=^y^=(iQf, '(COSMT,) 

Vertauscht man die Q mit den P, so erhält man den Ausdruck fllr 
die Dichtigkeit, welche einem im Innern des Binges befindliohen 
Pole entspricht. Dieselben Formeln f&r x hätte man ähnlich wie 
in den früheren Kapiteln auch hier durch Differentiation von G—T 
nach dem Element der Normalen 

Ida 

Ca, oy 

erhalten können, wenn man in dem entstehenden Differential- 
quotienten a = a, oder a^ setzt und ihn dann, dem vorliegenden 
Falle entsprechend, durch +4;v dividirt 





§75,31. Kugelkalotte. 291 

§ 75. Noch eine Art von Aufgaben ziehen wir in unsere Be- 
trachtung; während wir uns im § 72 mit dem Körper beschäftigten, 
welcher entsteht, wenn ein Kreissegment um die Axe cty rotirt, so , 
behandeln wir hier die Kngelkalotte, 
welche dasselbe Segment erzeugt, 
wenn es sich um eine Axe Z dreht, 
welche im Mittelpunkte A von ay 
senkrecht auf ay steht und sich in 
der Ebene des Segments befindet. 
Da das Segment das Bild der Gera- 
den fip ist, so werden wiederum die 
Kegelfunctionen in die Lösung der 
betreffenden Aufgaben eintreten. 

lieber die Lage der Axen treffen wir dieselben Bestimmungen 
wie im § 73, nennen also Ay die positive Axe der ^ und der x 
zugleich, die auf ay senkrechte Drehungsaxe die Axe der ^ und % 
zugleich. Was die positive Richtung derselben anbelangt, so 
machen wir darüber Festsetzungen, welche sich dadurch empfehlen, 
dass man vermöge derselben das Potential in äusseren und innereu 
Punkten bei noch allgemeineren, nämlich linsenförmigen Körpern 
durch die gleichen Formeln bestimmt. 

Ein solcher Körper entsteht, indem sich zwei in derselben 
Ebene liegende Kreissegmente, welche ay zur gemeinsamen Sehne 
haben, oder vielmehr nur die halben Kreissegmente mit positiven 
§ sich um die Axe Z drehen. Diese Segmente können entweder 
beide auf deraelben Seite von ay oder auf verschiedenen Seiten 
liegen; wir nennen den kleinsten der beiden Winkel, welchen je 
eines von den beiden Segmenten fasst 0^, und die Seite, auf wel- 
cher es liegt, die der positiven %; für den grösseren Winkel setzen 
wir die Coordinate gleich 0j, zählen aber die Goordinate 0^ die 
auf ay selbst n wird, auf der Seite der negativen z über n hinaus, 
so dass die Goordinate d auf der negativen Seite, wenn sie einem 
Winkel a entspricht, gleich 2;r — a zu setzen ist. Im negativ Un- 
endlichen wird daher = 2n. Geht der Punkt dann zum positiv 
Unendlichen über und von dort bis zu dem Segment, welches den 
Winkel 0^ enthält, so zählen wir die Goordinate d von 27i bis 
2^ + ^o* ^s i<^^ ^^^^ offenbar gestattet, da die rechtwinkligen 
Coordinaten 

19* 
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j._^ -— ftsinta ^ __ Isinö 

5 — • _ n 9 t — 



Costa— COS ö ' cos f CT— cos ö 

ihren Werth nicht ändern, wenn man um 2n wachsen lässt 

Nach diesen Festsetzungen liegt ein Punkt innerhalb 
oder ausserhalb der Linse, je nachdem man hat 

ö,<ö<ö, oder O,<0<2n + O^. 

Für tfj hat man die Werthe von bis 2n, für a von bis oo 
zu nehmen. 

Der Fall der Eugelkalotte, welchen ich hier behandele, indem 
ich der Arbeit des Herrn Mehler im 68. Bande von Borchardt's 
Journal folge*), bildet einen Theil des Problems der zwei Kugeln; 
während wir im vorigen Kapitel die beiden Fälle betrachteten, 
dass die Kugeln aus einander liegen oder sich berühren, tritt hier 
der Fall ein, in welchem sie sich durchdringen und ein gemein- 
sames Stück besitzen. 

Für die Kalotte hat man offenbar dieselbe partielle Differential- 
gleichung wie für den Ring zu integriren, nämlich (S. 285) 
d r sinta 9v 1 . d [ sinia 9v 1 1 ö'v 



[sinta 5v 1 d 1 " sintg 9v "1 1 



da l(a,Oy dar dd l(a,dy dd i &ijiai.(a,Oy dtp' "" ^• 

Wir beginnen mit der Transformation der Function T, welche 
denselben Ausdruck giebt wie auf S. 285, nämlich 

f.j^2 ]/j-co8(e-i?) 



*) Es sei noch an die Briefe von Herrn Thomson (Lionville J. d. M. 
XII, 263, so wie an die Abhandlung des Herrn Lipschitz im 58. Bande von 
Borchardt's Jonmal S. 152 „Ueber die Vertheilung der statischen Elektricitat in 
einem kreisförmig begrenzten Segment einer Kugelfl'ache^' erinnert. M. vergl. hierüber 
auch die Arbeit des Herrn Lipschitz im 61. Bande S. 1. und den von Green be- 
handelten besonderen Fall Bd. 47, S. 174. Herr Mehl er giebt im Programm ron 
1870 an, dass man mit Hülfe der Kegelfunctionen auch die entsprechenden Unter- 
suchungen für das zweifache Rotati onshjperboloid führen könne, während das Ro- 
tationsparaboloid und der durch Rotation der Cardioide um ihre Axe entstehende 
Körper die Cylinderfunction erfordere (S. 174). Die fertige Lösung der Potential- 
aufgaben für die letzteren beiden Arten von Körpern wird man in einer sur Zeit 
mir Torliegenden und nächstens im Druck erscheinenden Uallischen Inaugural- 
dissertation des Herrn Carl Baer finden. 

Die Monographie des Herrn C. Neumann (Leipzig) über „die Vertheilung 
der Elektricitat auf einer Kugelkalotte*^ und über die bei der Untersuchung anzu- 
wendenden Coordinaten, für die er den Namen der peripolaren einführt, erschien tXs 
dies Kapitel schon zum Druck fertig war im XU. Bde d. math. Klasse d. K. S. 
Ges. d. Wiss. 
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während aber die dort gegebene Entwickelung von T sich auf die 
Darstellung von T für alle reellen Werthe von d—rj bezog, werden 
hier solche Umformungen vorgenommen, die filr alle reellen Werthe 
von a, % und ip—(o, also auch fllr alle Werthe von 

g = costacostT-fsintasiniTCos(«/; — Cd) 

gelten, die grösser als 1 sind. 

Die Differentialgleichung, welcher v, daher auch T genügt, 
giebt, wenn man y = (a, 0).w setzt, 

smta da L da .1 sm-'tcy d\p^ 80^ ^ 

Setzt man für w das Produkt von cost/zd oder sint/ud mal einer 
Function von a und xp allein, welche nicht mehr 6 enthält, so 
genügt diese offenbar der bekannten Gleichung I, (f)!) der Kugel- 
function P" mit dem Index w = — 1 + A*»* wenn man in derselben 
nur ia statt setzt. Daher ist eine partikuläre Losung der Glei- 
chung /l\ = 

(o, ö)r(i)(i4cost/iö + Bsint>ö), 

wenn A und B Constanten nach d, \p, a bezeichnen. 

Durch eine Summe solcher partikulären Integrale lässt sich T 
ausdrücken. Man findet nämlich (s. u.) mit H. M. 

(32) ... ■_!.._= y^r^'^-?-"^^* ra)d^, 

^ )/j~COSy -^ cos lUT« 

wenn <p positiv und kleiner als 27i ist, und hieraus folgenden Aus- 
druck für die reciproke Entfernung T der Punkte (a, d,ifj) 
und (t, 1/, w) 

(33, . . . ,T = (c. ex.. ,)/■ '^^i^'' rcö*. 

wenn O — rj positiv ist und unter 2n liegt; ist aber tj — d 
positiv, 80 hat man unter dem Integrale O — rj durch fj — 6 zu 
ersetzen. 

Zum Beweise von (.32) geht mau von der Gleichung aus 

r ^-J 2 f- du 

^ ^"^ nJ M*+cüsa« — cüsflp 

^ 

Macht man hier 

II "-[- cos (Ti = cosai. 
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so verwand eil m\t die re^.'tite Seile in 

»in ai da 



j /•*_ i Maid 

nJ cos ai — cos y Vcosat— cos o\ 
Üen Ausdruck unter dem Integral transformirt man durch die Formel 

, , -N , • , •> 2sincri 

Ferner drückt man die Cotangcnte durch die bekannte Gleichung aus, die mit 
den Eigenscliaflen der Functionen V zusammenhängt (I. 112) 

ficotg Xn^ I </3 = 2.T / ^- . — 4^- — ctt. 

./ 1 — 3 c/ smiin^i 

Hier ist aber der reelle Theil von X positiv und kleiner als 1 zu nehmen. 
Macht man die angegebenen Sulistitutionen , dreht dann die Integrationsfolge 
um, so dass man zuerst nach a von a bis x> integrirt, und setzt endlich für 

da 



i /** sincrj^c 



smfin%*7 ycosat — cosia 
den Werth aus §60, 1, a, nämlich 

n f'"(cosia) 
|/2 cosfiTii ' 
so hat man (32) gewonnen. 

Zugleich zeigt die Ableitung, dass mau q> in (32) um eine be- 
liebige rein imaginäre Zahl Xi vermehren darf. Es ist daher 



"^y cos lim vV f* 



das arithmetische Mittel aus den beiden Ausdrücken 

1 

y j - co8"(y + Xi) 

Um die Green'sche Function für den linsenförmigen Körper 
zu finden, geht man davon aus, dass der Ausdruck 

1 / zl^/ N /"* aco8Ö/it + 6sinö/it ^. ^j 

wenn a und h Constante nach a, 0, tfj sind, die fi enthalten, wie 
aus S. 293 erhellt, der Gleichung Jv = genügt. Wenn man a 
und b gehörig bestimmt, so wird man leicht erreichen, dass dieser 
Ausdruck an den Begrenzungen sich in die Form (33) für T ver- 
wandelt, d. i. in die Ileciproke der Entfernung eines Punktes der 
Oberfläche vom Pole (t, tj, w). Geschieht dies, so ist er die Green'- 
Hche Function, 
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Erstens im äusseren Räume ist 

Auf der oberen Kalotte hat man = 0^+ 2n, an der unteren ö = ö, 
zu setzen; an der oberen ist ö— 17>0, an der unteren Ö~i7<0. 
Im Zähler von (33) hat man daher cob(0 —rj — n^fii an den Ober- 
flächen in cos(öp— i7+«)/tii resp. in eoBCO^—ij+n^fii zu verwandeln. 
Daher sind a und b durch die Gleichungen 

aoos(öo+2^)i^* + *8in(öo+27r)jui = cos(öo— i74-7i)iut, 
acos^ijut -f 6sindj/ut = cos(ö, — i7+^)/tit 

zu bestimmen. Setzt man die Werthe in den obigen Ausdruck ein, 
so findet man als Green'sche Function ftir den äusseren Pol 
(j, tjy w) im äusseren Punkte (o, d, tp) 

^^^•' f J cosiU7it.sin(27r+Ö,-Ö>t ' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

to = sin (271 +00— ö)/ii. C08(fr + ö, — rj^fii 
+ sin(ö — ö,)jut. cos(7r + Öq— TJ)iAi. 

Zweitens für den inneren Punkt ist in dem Zähler Yon 
(33) resp. zu setzen co^CO^+n ^rj)fii und cos(i7 + ^ — ö,)jui, und 
man bestimmt a und 6 durch die Gleichungen 

acos^ofit-f bsin^ofii = cos(öo+7r— ly)/!!, 
acosöijut + 6 sin öj/ii = cos(i7-l-7i— ö,)jut. 

Daraus entsteht 



f J cosiim.sinCÖ,— 



cosjum.sin(ö,— ÖJ/ii ' 
wenn man setzt 

u> = sin(ö,— ö)iui.cos(öo+^-"7)iMt + 8in(Ö— öo)iMi.cos(i7+fr— ö,)/ii. 

Die Dichtigkeit x^ und x, der Belegung auf den Begrenzungen, 
welche der Green'schen Function entspricht, findet man, indem 
man O—T nach der Normalen auf der Fläche dn differentiirt 
(S. 90), die in unserem Falle ist 

Beducirt man gehörig, so ergiebt sich für den Fall, dass der Pol 
(t, jy, Ol) im äusseren Räume (0^ <fj < 0^+27$) liegt, für die 



296 Potential. § 75, 34 

Dichtigkeit an der Fläche d = d^+2n 

= -2il^(c^,ÖJ'(T,,)/ ^g^ ^^ggj^^ tang/in:i.r(5)^rf^. 



*0 





während der Ausdruck von x^ entsteht, wenn man hier (a, 0^) mit 
(a, ÖJ und 8in(j7— ö,)/ii mit &m(2n-\-0^—rji)ini vertauscht 

Auf diesen Ausdruck, in der Form, in welcher er auftritt, wer- 
den wir auf S. 297 zurückkommen. Hier wollen wir ihn weiter, in 
ein einfaches Integral, transformiren, in welchem unter dem Integral- 
zeichen nicht mehr die Transcendente t(&) vorkommt. Dazu setzen 

wir für tang/i7rt.f(g) den Werth aus S. 219; macht man j = cost^, 
so ist dieser 

1^2 r" siuiuada 



iV2 p 



^ Vcos ai— cos ^i 

Man setze denselben in x^ und für ^ eine neue Veränderliche $ ein, 
wobei man sich folgender Abkürzungen bediene 

2;f + Ö,-Ö, = ^, /i = f«, n(fj-0,) = ß. 

Alsdann wird 

(o> OpYJ^. ri)n' n da /* sin^ . . 

nn^l^2 •< Vcosat — oosÖ«/ »grinst 



*0 = 



nH^^2 «^ ycosat — 008^t«>; 



Das innere Integral lässt sich ausführen, da die (positive) Zahl ß 
kleiner als n ist. Die bekannte Formel''') 

sin ßsi __ * vGOHvn.smvß 

Vit ;; — •^— ■"" ^2, 5"— ■« 

zeigt, dass dasselbe gleich ist 

— ^ycos^TTsinvÄe-^""" = — ^—»mß-^ r-: ^• 

'^ 2n ^ da cos an» -f cos/? 

So findet man schliesslich 



_ n'(T, j;)(a, öj' sin n(iy — ö,) /** (cosai — C08^t)-*8ina«tc/a 
*^ "" 2iy¥^rT */ ~[cos ani + cosnCiy — Öjp ~ ' 



während x^, die Dichtigkeit der Belegung auf der Fläche ö = ö,, 
aus dieser Formel gewonnen wird, wenn man (a, OJ mit (c, ö,) und 



*) Canchy, Excrcices II, 1827. Usage du caicul des rdsidos pour la som- 
mation oa la transformation des scries, Gleich. (90), S. 300. 
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im Nenner unter dem Integrale GOBn(f| — ^^) mit — 00811(17 — ö,) ver- 
tauscht. 

In dem speciellen Falle, dass n eine ganze Zahl ist, lässt sich 
sowohl in G als auch in x die Integration ausfuhren, und man erhält 
für diese Functionen eine endliche Summe, deren Glieder keijie 
höhere Transcendente als trigonometrische Functionen enthalten, 
und die hinreichend andeutet, wie man diese Resultate auch durch 
das Princip der Spiegelung hätte erhalten können. 

Indem man einen Ausdruck 

l+2r'»cos«y+r2« 
in die Summe 

_i+ L_ + _ L..__ 

und dann jeden von den beiden Brüchen in Partialbrttche zerlegt, 
findet man sofort 

nsi ngwi _ "-^ sinat / __ ^ 2vn\ 

cosawi + cos»(i7 — öj) "" y=ü cosat— cosy^ ' v »' "" v oi" ^ J' 

Setzt man dies in den Ausdruck von oder x ein, so erhält man 
sogleich diese Gleichungen in der angegebenen Form, erhält z. B. 

^ ^ (^>vx<^^ Ooy d --^ 1 _ 

Dieselben Mittel gestatten die Ausführung der Integration, wenn n 
die Hälfte einer ganzen Zahl wird, während die Integrale schon 
elliptische werden, wenn erst 3it eine ganze Zahl ist Es wird 
ttberflttssig sein, hier, wo es sich um eine Uebersicht über die An- 
wendung der Methoden auf verschiedene Körper und nicht um eine 
Monographie der einzelnen handelt, die Formeln zu häufen. Ich 
ttbergehe deshalb den ganz ähnlichen Ausdruck für x, , und ebenso 
die Formeln fttr die Dichtigkeit x^ oder x, der idealen Masse, mit 
welcher die Grenzflächen zu belegen sind, um die Green'sche 
Function für einen im Innern gelegenen Pol (t, tj, w) als Potential 
darzustellen. 

Gehen wir auf die Formel für x^ auf S. 296 zurück, in der 
T (3) noch nicht durch das Integral ersetzt war. Das Flächenelement 
der Fläche ö = ö^ ist, wie man aus S. 285 weiss, 

, trsinat ^ ^ . 
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Hieraus folgt, mit Hülfe Yon (6) auf S. 90, als Ausdruck f&r das- 
jenige Potential v« im äusseren Punkte (j, tj, cd), welches an den 
Grenzflächen = 0,^ und ö = ö, sich in /"oCa, V) ^^^P* fX^f V) ver- 
wandelt 

Diese Formel lässt sich zusammenziehen, wenn man ftir x^ und x, 
ihre Werthe einsetzt. Wir übergehen diese Umgestaltung ebenso 
wie einen ähnlichen Ausdruck flir y», und betrachten das Resultat, 
welches man erhält, wenn man den Punkt (t, rj, lo) auf eine der 
Grenzflächen, sie sei 0= 6^^ rücken lässt, so dass man zu setzen 
hat 17 = 27^4-^0* I^ diesem Falle wird x^ = und x^ nimmt den 
Werth an 



während y« in /'<,(t, rj) übergeht. Führt man statt der Function f^ 
eine andere (p durch die Gleichung ein 



foC^f V) = Vcosta— cosöo y(a, tp)^ 
so erhält man daher die zusammengehörenden Gleichungen 
(36) ... g = cos ai costi + sin ai sin u cos (tfß — ct>), 

(p(T, Ol) = — "9~ / ^^ZP^n^'h^M ÄnaidöJ VQi)g>(o, }p)d\p. 



Diese dienen ebenso zur Darstellung einer Function qf{%y co), die ftir 

T = CO gleich wird, und zwar so, dass sie mit j^costr multiplicirt 
noch endlich bleibt, auf einer Kalotte wie die oft benutzte Gleichung 
von Laplace I. 433 zur Darstellung einer Function auf einer Kugel- 
fläche. 

Hier möge eine Anwendung von (36) Platz finden, welche 
analog derjenigen ist, welche man von den Formeln macht, nach 
denen man eine Function von zwei Veränderlichen durch Kugel- 
functionen oder durch Cylinderfunctionen darstellt. Wird q> in (36) 
von Ol unabhängig, so erhält man 

f " (cos Tt) tang/ii . /i dfil V (cos oi) q> (a) sin ai da. 



Hier drücke man, im inneren Integrale, ^"(cosat) nach S. 219 als 
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Integral von bis a aus, kehre die Integrationsfolge um, so dass 
man zuerst nach a von a bis oo und dann nach a von bis oo 
integrirt. Dann findet man sofort 

y(T)= / t^(co8Tt)tang/tit./töju/ cos/uada/ -'-^^-'^7^^=' 

^ %, *i ^ ycosat-cosai 

Man setze z. B. 

y(<r) = (costa — y)-»', 

wo y kleiner als 1 und v grösser als ^ zu nehmen ist Führt man 
ftir a eine neue Veränderliche z durch die Gleichung 

cosat — cosat = (coscri — y)5 
ein, so giebt das Doppelintegral nach a und a 

iinriy — ^) /•* cosiuada 



/cosiuai 
(cosat— 



rv J (cosat— y)»'-* ' 

also im wesentlichen einen Diflferentialquotienton von T{—y) nach y. 
Fttr V = 1 endlich erhält man, wenn man noch cosri = x setzt, die 
Gleichung 

(37)... -^=^nr^^^''U\x)l{^y).^d^, {y<\<x\ 

^ '^ X — y J tCOS/UTJt ^ ^ ^ ^>' «" r-7 v:f ji 

welche der Gleichung I, (11) entspricht, durch die man den Aus- 
druck auf der linken Seite nach Eugelfunctionen entwickelt. 

Die Formel welche (37) dann entspricht, wenn statt der I die 
Cylinderfunctionen J und K auftreten, findet man auf demselben 
Wege aus I, (74); zunächst erhält man nämlich 

J(jAx)^ 3/i / J(jaol) (f (a) a da. 



Setzt man schliesslich 

und berücksichtigt den Ausdruck der Cylinderfunction zweiter Art 
K durch (e) in 1. 197, so findet man 

(38) . . . -^^ =/^JQix)K(fiyiUid(^. 

Selbstverständlich bedarf es noch einer genaueren Untersuchung, 
wie wir sie fttr die Entwickelung von Functionen zweier Voränder- 
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liehen nach Kugelfunctionen besitzen, um die näheren Bedingungen 
festzustellen, unter welchen die rechten Seiten von (36) und den 
daraus abgeleiteten Formeln die linken Seiten darstellen. Die Glei- 
chungen 36—38 sind von Herrn Mehler gegeben. 

Vermittelst des Satzes (36) über die Darstellung von Functionen 
durch das dreifache Integral findet man die schliessliche Form für 
das Potential v, und Va unserer Kalotte im Räume, wenn es an der 
Begrenzung als Function /^(a, tp) und fXo, tp) gegeben ist. Man setze 

Die Untersuchung über particuläre Lösungen von Jy = zeigt 
dann, dass 

V = ^ - / tang/iTit. fi dfi/ sinTtÖT x 

"^ 

/371 
f (g)(a cos judt + 6 sinjuöi)9cci 



der Gleichung z/v = genügt, wenn a und b von a, d, xfj unab- 
hängig sind. Bestimmt man diese Gonstanten so, dass 

a cos/tößt + 6 sin/iö^,f = —g>^ (t, oi), 

acos/iöjf 4- fesin/iöji = ■— 9>,(t, ö>) 

wird, so ist v das gesuchte Potential v» flir den inneren Raum ; es 
wird aber gleich Va» dem Potential im äusseren Räume, wenn man 
die erste dieser linearen Gleichungen durch die folgende ersetzt 

acoBfi%(dQ'\-2n)'\-bsinfii(6^+2n) = — ^^(ir, w). 
Im ersten Falle z. B. ist 

acos/i«+6sin^öi = ^^^(^rz^I^^ 

§ 76. Die Integration der Differentialgleichung Jy = 0, in der 
y zugleich gewissen gegebenen Bedingungen genügen sollte, gelang 
in den hier behandelten Fällen, wenn es sich um Rotationskörper 
handelte, indem man statt der rechtwinkligen Goordinaten x, y von 
Punkten der Meridianebene andere orthogonale einführte, welche 
die Integration nach derselben Methode gestatten, nach welcher die 
Gleichung für die Rotationsellipsoide im 26. Bde von Cr eile's Journal 
integrirt wurde. Bezeichnet man die neuen Goordinaten durch t 
und u und durch a eine Gonstante, so hängen t und u mit x und 
y durch die nachfolgenden Gleichungen zusammen: 



a? + ty = -^,„ , 
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Bei dem Rotationsellipsoid wird gesetzt 

x-\-iy = aco8(/ + *w); 

bei dem yon excentrischen Kugeln begrenzten Räume, dem Kreis- 
ringe, dem rotirenden Kreissegment und der Linse 

x + iy = acotgK^ + tii); 

bei dem Grenzfall der sich berührenden Kugeln 

1_ 
tu 

bei dem Cylinder und Kegel benutzt man die gewöhnlichen Polar- 

coordinaten 

x-\-iy = /e***. 

Die Fürstlich Jablonowski'sche Gesellschaft der Wissen- 
schaften hatte für das Jahr 1874 die Preisfrage gestellt: „Auf 
einem Rotationskörper, dessen Meridian durch die Lemniscate 
(Cassini'sche Curve) 

dargestellt ist, soll die Yertheilung der Elektricitat unter dem Ein- 
flüsse gegebener äusserer Kräfte ermittelt werden." 

Diese hat Herr Wanger in gelöst*), indem er x und y als 
elliptische Functionen von t und u darstellt, nämlich eine von 
folgenden Formen der Abbildungsfunction wählt: 

x + iy = a sin am (< -f *<<)) 
x + iy = acosam(<-f ffi), 
x + iy = a/lü.m(t-\-iu). 

Nach Einführung der neuen Coordinaten gelingt es Herrn Wangerin 
die Integration der partiellen Differentialgleichung auf die von ge- 
wöhnlichen mit zwei, nämlich einer unabhängigen und einer ab- 
hängigen Veränderlichen zurückzuführen. Wenn alles allgemein 
bleibt, so haben ihre Lösungen den Charakter einer Lama' sehen 
Function dritter Ordnung. Die Absicht, über einige Einzelheiten 
später weitere Untersuchungen anzustellen, veranlasst mich, auf die 
interessante Arbeit des Herrn Wangerin nur hinzuweisen ohne 
hier auf ihren Inhalt näher einzugehen. 

*) Preisschriften gekrönt and herausgegeben von der Fürstl. J ab Ion. Qes. zu 
Leipzig. Leipzig 1875. S. Ilirzel. 
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m. TheU. 

Analytische Theorie der Wärme. 

Erstes KapiteL 

Allgemeines. 

§ 77. Fourier handelt in seiner Thöorie analytique de la 
chaleur*) über die Wärmebewegung in einem homogenen Eöri)er, 
dessen Begrenzung, die auch aus mehreren getrennten Stücken be- 
stehen kann, entweder selbst in einer gegebenen Temperatur er- 
halten wird oder von einem Gas umgeben ist, welches eine ge- 
gebene Temperatur besitzt. Die Aufgabe, die Temperatur des 
Körpers zu ermitteln, assimilirt er einer mathematischen Aufgabe, 
indem er Gesetze zu Grunde legt, welche nur eine Annäherung an 
den wahren Sachverhalt geben, so dass die Lösung des mathe- 
matischen Problems nur eine Annäherung fttr das physikalische 
verschafft. 

Den Körper assimilirt man einem Aggregat materieller Punkte, 
die starr mit einander verbunden sind, so dass die Ausdehnung 
durch die Wärme nicht berücksichtigt wird. Eine directe Wärme- 
wirkung findet, nach unseren Annahmen, nur zwischen unendlich 
nahen Punkten statt, und zwar denkt man sich, dass eine positive 
Wärmemenge von einem wärmeren zu dem kühleren Punkte in der 
Zeit dt fortschreitet, welche proportional ist dt und der Differenz 
der Temperaturen beider Punkte. 

Wir sagen von einem Körper, die Wärme sei in ihm im 
Gleichgewicht, wenn er so viel Wärme in jeder beliebig kleinen 
Zeit empfängt, wie er in derselben Zeit an seine Umgebung ab- 
giebt, so dass seine Temperatur sich nicht ändert Wir handeln 
hier über diesen Zustand des Gleichgewichts. 

d) Giebt man jedem Punkte eines Körpers mit den recht- 
winkligen Coordinaten $> 17, ^ eine Temperatur u, welche durch die 
Gleichung 

*) Paris, 1822. 
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ausgedruckt wird, wo A, a, ß, y Constante bezeichnen, und erhält 
man die Pankte der Begrenzung in der nach diesem Gesetze ihnen 
zukommenden Temperatur, so ist dieser Zustand ein Zustand des 
Gleichgewichts. In der That kann man zu jedem Punkte [|, 17^ ^ 
die Punkte paarweise so zuordnen, dass er von dem einen so viel 
Wärme empfängt, wie er an den zweiten abgiebt. Nimmt man als 
den ersten den Punkt K+A^'J + Ä^ ?+C» dessen Temperatur u^ sei, 
80 ist der zweite [|— ä, jy—Ä, f— 1« Seine Temperatur sei ii,. In 
der That ist dann 

ti — M, = t/j — II = afc-f /** + y'« 

V) Wir bestimmen die Wärmemenge, welche durch ein Element 
do einer Ebene in der Zeit d% hindurchgeht. 

Dazu gehen wir you dem speciellen Falle aus, dass dem vor- 
liegenden Körper eine Temperatur 

11 = 1-1 

ertheilt wird. Die Wärmemittheilung erfolgt dann nur in der Rich- 
tung der %, indem die Temperaturdifferenz vqn Punkten mit dem- 
selben ^ Null ist, und zwar strömt die Wärme in der Richtung der 
positiven ^y so dass durch das Stück do der Ebene in der Zeit di 

ein Wärmequantum 

Kdodi 

hindurchgeht, wenn K eine von der Beschaffenheit des Stoffes, aus 

welchem der Körper gebildet ist, abhängende Constante bezeichnet, 

welche man die innere Leitungsfähigkeit des Körpers nennt. 

Hätten wir dem Körper die Temperatur ertheilt, welche durch 

die Gleichung 

u =■ A— a% 

ausgedrtlckt wird, so würde aKdodt die Wärmemenge gewesen sein, 
welche in der Zeit dt durch do geht. In der That ist die Tempe- 
raturdifferenz zwischen zwei Punkten [|, jy, 5] ^ßd [^,, j^j, ^,] das 
erste Mal $, — |, das zweite Mal a($j — ^), also das zweite Mal die 
Wärmemenge das a- Fache der ersten Wärmemenge. 

Ist endlich die Temperatur, wie im allgemeineren Falle, 

u = A — a^—ßrj'-y^, 

so lege man eine Ebene, parallel der Ebene der HZ, durch den 
Punkt [S, 7, C]' Jedem Punkte [?+*> ^ + *> C+(] ordne ich einen 
anderen [1 + A, 7 — *> C — f] zu. Die Temperaturen der erwähnten 
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drei Punkte seien u, u^^u^. Dann wird 

M — II, = ah — ßk — yl, 

80 dass die Wärmemenge, welche u an u^ und u^ abgiebt, propor- 
tional ist 2ahy also dieselbe als ob die Temperatur A^a^ gewesen 
wäre. Ueberträgt man die Untersuchung auch auf Ebenen, die auf 
der Axe H oder Z senkrecht stehen, so erhält man schliesslich das 
Resultat : 

Haben die verschiedenen Punkte eines Körpers die Temperatur 

u = Ä — a^—ßrj — r^, 

so ist dies ein Zustand des Gleichgewichts der Wärme und durch 
ein ebenes Stück do, welches senkrecht auf der Axe der S, H oder 
Z steht, geht in der Zeit dt eine Wärmemenge resp. 

aKdodt, ßKdodt, yKdodt. 

Diese Wärmemengen, von dem Faktor dodi befreit, nennen wir den 
Wärmefluss durch die betreffenden Ebenen. Derselbe ist, bei dem 
obigen Zustand des Gleichgewichts, fbr parallele Ebenen der gleiche. 

§ 78. Wir betrachten nun die veränderliche Wärmebewegung 
im Körper, also den Fall, in welchem das Gleichgewicht der Wärme 
nicht besteht 

d) Der Wärmefluss bei dem veränderlichen Wärmezustande. 

Die Temperatur u in jedem Punkte des j^örpers ist eine 
Function von den rechtwinkligen Coordinaten, die x, y, z heissen, 
und der Zeit t. Man nimmt an, dass die Temperatur im Innern 
des Körpers sich nicht continuirlich ändert, sondern dass sie in 
dem unendlich kleinen Zeitabschnitt von < bis f + dt constant bleibt, 
und nach Verlauf dieser Zeit sich plötzlich ändert Ist u oder 
u[x, y, z, t] die Temperatur in einem bestimmten Punkte [x, y, is], so 
wird 

«[«+?. y+Vy s + ?> '] 

die Temperatur in Punkten 

[a?4-?> y+^f 5+g. 

In Punkten, welche dem ersten [x, y, z] unendlich nahe liegen, deren 
Coordinaten in Bezug auf ein rechtwinkliges System (dessen An- 
fangspunkt in [x,y,z] liegt) ^,r], ^ sind, ist daher die Temperatur 

. ^ du du ^ du 



dx ' dy di 
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Dieser Temperaturzustand ist aber, nach der zu Grunde liegenden 
Vorstellung von der Art wie die Temperaturänderung vor sich geht, 
ein Znstand des Gleichgewichts fUr die Zeit von t bis t-\-dt, und 
zugleich eine lineare Function der Coordinaten ^, rj, ^. Wir wenden 
auf ihn die Sätze des vorigen Paragraphen an und erhalten: 

Der Wärmefluss im Innern des Körpers durch drei im Punkte 
[x,y,z] auf einander senkrechte, den Goordinatenebenen parallele 
Ebenen ist zur Zeit i resp. 

— ÜT— —K— —K^^ 



Hieraus folgt unmittelbar, durch eine Drehung des Axensystems, 
dass der Wärmefluss durch ein ebenes Stück, welches auf einer 
Richtung n senkrecht steht (M. vergl. § 17, S. 43), gleich ist 

6) Die Gleichung der Wärmebewegung im Innern des Körpers. 

Um diese Gleichung, ttber deren Ableitung Einiges bereits I. 348 
gesagt wurde, zu erhalten, mache man [x, y, z] zum Eckpunkt eines 
unendlich kleinen Parallelepipedums, dessen Kanten den Goordinaten- 
axen parallel und gleich k, fi, v genommen werden. Durch die Fläche 
desselben, welche im Punkte [x, y, z] parallel der Ebene YZ gelegt 
ist, geht in der Zeit dt in der Richtung der positiven x die Wärme- 
menge (s. 0.) 

dx 

folglieh geht durch die parallele Ebene, welche durch den Punkt 
[x + ^^ Vf ^] gelegt wurde , in derselben Richtung die Wärmemenge 

so dass der Ueberschnss der in positiver Richtung durch die erste 
Ebene eintretenden Wärme über die durch die gegenüberliegende 
austretende 

ist Stellt man die entsprechende Betrachtung in Bezug auf die 
beiden anderen Ebenenpaare an, welche zur Begrenzung des Pa- 
rallelepipedums gehören, so ergiebt sich, dass die Wärmemenge, 

Heine, Anwendungen der KnccHfunctionen. 2. Aufl. 20 



-K^+'-A^)"'-. 
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die dasselbe in der Zeit dl gewinnt, gleich 



ist. Dividirt man diese Wärmemenge durch das Volnmen Iftv, die 
Dichtigkeit q und die specifische Wärme C des Materiales aus dem 
der Körper besteht (die wir als von der Temperatur unabhängige 
Constante betrachten), und führt eine positive Constante a durch 
die Gleichung K = a^gC ein , so ist der Temperaturzuwachs der 
Punkte des Parallelepipedums einerseits 

a^Judt, 
andererseits 

so dass die Temperatur u im Punkte [x, y, s] des Innern, zur Zeit ty 
der partiellen Differentialgleichung geuQgt 

.,, du ,/d'u . ö'u , Ö'uN 

(1)... —.=:a\^.^-^ + — + -^-^J. 

c) Die vorstehende Gleichung allein reicht zur Bestimmung 
von u nicht aus; sie ist eine der Bedingungen, welche u erfüllen 
muss, und führt häufig den Namen der Hauptbedingung. Ich stelle 
hier noch andere Eigenschaften von u, die Nebenbedingungen, zu- 
sammen und zeige im § 79, dass sie, zu (1) hinzugefügt, eine einzige 
Function u eindeutig bestimmen. 

Bei der Aufsuchung der Temperatur u, die zu einer beliebigen 
Zeit / im Körper herrscht, denken wir uns die anfänglichen Tempe- 
raturen gegeben, so dass die gesuchte Function u, von l und den 
Coordinaten, sich für < = in eine gegebene Function der Goordi- 
naten verwandelt und wir eine Nebenbedingung der Form 

•i = «^,y,s), (< = 0), 
erhalten. 

d) Ausserdem ist uns an der Begrenzung entweder u selbst 
oder die Temperatur des Gases, mit dem die Oberfläche in Berüh- 
rung steht, gegeben. 

Im ersten Falle hat man, wenn man durch ti« die Temperatur 
an der Oberfläche bezeichnet, unmittelbar eine Nebenbedingung der 
Form 

Mo = v(^, y, », Ol 
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WO q> eine gegebene Function vorstellt, und die Coordinaten x, y, z 

nicht völlig unabhängig, sondern durch die Gleichung, welche die 

Begrenzung auferlegt, verbunden sind. 

Im zweiten Falle geht man von der Erwägung aus, dass der 

Wärmefluss in einem Punkte der unendlich nahe einem Punkte p 

der Oberfläche, auf der Normalen an der Oberfläche in p, liegt, 

Sil 
insofern er als dem Innern angehörend betrachtet wird, —K^ 

ist, wenn n die nach aussen gerichtete Normale bezeichnet. Anderer- 
seits ist aber die Wärmemenge, welche von einem solchen Punkte, 
dessen Temperatur nahe u^ gleich kommt, zu einem unendlich 
nahen Punkte des Gases von der gegebenen Temperatur q>(x, y, %, t) 
ttbergeht, proportional tio— 9). Bedeutet E eine positive Gonstante, 
die äussere Leitungsfähigkeit genannt, so hat man als Gleichung 
fbr die Begrenzung"^) 

Bezeichnet man die Gonstante E\K durch h, so verwandelt sich die- 
selbe in 

du 
-Q^ -\-h[u^ — q>(xy y, z, t)] = 0. 

e) Die vorhergehenden Betrachtungen beruhen auf der Voraus- 
setzung, dass u differentiirbar sei, und dass u und die Differential- 
quotienten von u nach jeder Richtung im .ganzen Innern des Kör- 
pers, und zwar u bis in^ die Differentialquotienten nur bis an die 
Begrenzung, endlich und stetig bleiben. 

§ 79. Aus den Voraussetzungen, welche wir über die Wärme- 
mittheilung machten, ergab sich, dass der Wärmezustand u den Be- 
dingungen, die im vorigen Paragraphen unter (b) — (e) aufgestellt 
wurden, genttgt Wir beweisen nunmehr, dass diese Bedingungen 
eine Function u eindeutig bestimmen, indem wir uns einer Methode 



*) Im Monatsbericht der Berliner Akademie d. W. Mai 1880, S. 457—478 
macht Herr H. F. Weber eine Untersuchung bekannt, aus der er das Resultat zieht, 
dass das Verhältniss des Leitungsvermogens für Warme und Elektricitat nicht, wie 
man bisher annahm, für alle Metalle constant sei. Er legt hier die Annahme zu 
Grunde, dass die nach aussen abgegebene Wärmemenge nicht proportional tio — tf> 
sei, sondern durch einen Ausdruck von der Form II (uo — 7>) + ^i(^o — (p)^ darge- 
stellt werde. 

20* 
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bedienen, welche derjenigen nachgebildet ist, die Dirichlet f&r die 
ähnliche Untersuchang bei dem Potential anwandte. Es ist also 
nachzuweisen für die erste Art von Problemen, dass u bestimmt 
sei durch die Bedingungen unter e) der Continnitat etc., femer durch 
die Hauptbedingung 

und die Nebenbedingungen 

(ß) ... u = f(x, y, 5) für t = 0, 
(y) . . . «0 = 9>(a?, y, 5, 0, 

während für die zweite Art von Problemen, wenn nämlich der feste 
Körper mit einem Gas umgeben ist, statt (y) die Nebenbedingung 

(d) ... -Q^ +h[uc—(p[x, y, 3, <] = 

auftritt. 

Beweis. Würde noch eine zweite Function U existiren, welche 
denselben Bedingungen genügt, so würde, wenn man U^u = w 
setzt, eine von verschiedene Grosse ir ausser e) noch den Bedin- 
gungen genügen 

(aj • • • Qf = fl ^»> 

(/?,)... » = für t = 0, 
(y.) ... »e = 0, 
oder statt (yj der Gleichung 

(<JJ... -^+*irc=0. 

Man multiplicire (orj mit u>y und integrire die so entstehende Glei- 
chung über den ganzen Korper, und ausserdem nach l von an. 
Dadurch entsteht 







^ 

wenn die dreifachen Integrale nach x, y, z sich über den ganzen 
Köq>er erstrecken, das doppelte nach o über die Begrenzung aus- 
gedehnt wird. 



§ 79, 1. Allgemeines. 309 

Erfüllt u zuerst die Bedingung (^,), so wird das Integral nach 
o Null, da fr an der Begrenzung, nach (y^)^ Null und dw.dn nach 
e) endlich ist. Das dreifache Integral der Linken ist, der Natur 
der Sache nach, nicht negativ, das auf der Rechten mit dem Vor- 
zeichen nicht positiv. Daher müssen ihre Elemente, also muss w im 
allgemeinen, und wegen der Gontinuitut im ganzen Körper Null sein. 

Würde tt aher nicht (y,) sondern (<J,) erfüllen, so wird das 
Flächenintegral nach o 

= —hffwldo, 

also nicht positiv. Hieraus folgt, wie oben, dass tr überall im Körper 
Null ist. 

Diese Beweisführung muss gerade in den einfachsten 
Fällen modificirt werden, wenn es sich nämlich um Körper 
handelt, die nach einer oder mehreren Dimensionen sich in's Un- 
endliche erstrecken. Hierher gehört, um ein sehr einfaches Beispiel 
zu nennen, die Aufgabe, den Wärmezustand des unendlichen Raumes 
zu bestimmen, wenn derselbe eine gegebene Anfangstemperatur hat, 
welche nur von der einen Goordinate x abhängt. Man hat also u 
so zu bestimmen, dass sei 

^ V du, 3 d'^u 

(ß) ... M = f(x) für t = 0, 

und zwar für alle Werthe von x, von a; = — oo bis a? = c». 
Schliesslich muss u den Bedingungen e) der Endlichkeit etc. genügen. 
Der vorige Beweis lässt sich hier deshalb nicht anwenden, weil 
keine Bedingung vorliegt, welche den Werth von u in der Unend- 
lichkeit, die hier der Begrenzung entspricht, giebt, so dass dort eine 
etwaige zweite Lösung U nicht mit u übereinstimmen, also w im 
Unendlichen nicht nothwendig Null sein muss. Während ein Po- 
tential im Unendlichen Null sein muss, so ist dies nicht mit u der 
Fall. In der That findet man eine den Bedingungen genügende 
Function u auch in Fällen, in denen die gegebene Anfangstemperatur 
f(x) nicht im Unendlichen Null ist, sondern um Null oscillirt und 
unendlich viele Maxima und Minima besitzt. Setzt man f(x) = coso;^ 
so kann man überhaupt keinen Werth für u finden, wohl aber für 
f(x) = cos XX. Im ersten Falle bleiben die Abscissen x der grössten und 
kleinsten Werthe von f immer um ein endliches Stück von einander 
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entfernt, wie gross man auch x nimmt, während mit wachsendem x 
die Abscissen, welche cosxx zum Maximum oder Minimum machen, 
beliebig nahe zusammenrücken. Die Function u, welche dem An- 
fangszustand 

if = cos^x für / = 

entspricht und den übrigen Bedingungen genügt, wird, wie man ans 
bekannten Formeln findet, durch die Gleichung gegeben 

u = |^eösÖc-*^"°^^co8(x'cos'Ö + iÖ), 

wenn man statt der Zeit i zur Abkürzung die Veränderliche 

durch die Gleichung 

\a?i = tangd 
einführt. 

Es wird genügen, wenn hier gezeigt wird, wie in einem der 

erwähnten Fälle der Beweis für die Einheit der Lösung geführt 

wird, z. B. in dem obigen Falle, wo es sich um einen nach allen 

drei Dimensionen in's Unendliche ausgedehnten Kaum, speciell um 

die Bedingungen 

u = f(x) für 1 = 

handelt. Es ist daher zu beweisen, dass to Null sei, wenn die 
Gleichungen bestehen sollen 

"ör~^ 'dx^' 

ip = für / = 0. 

Multiplicirt man die erste von ihnen wiederum mit to und in- 
tegrirt nach x von einem Werthe b bis c und nach / von an, 
so erhält man 

i/..^=./'[.^];_./a,/(^)W 

6 6 

Bringt man das letzte Glied auf die linke Seite, so zeigt sich sofort, 
dass das nunmehr allein auf der Rechten befindliche Glied mit in's 
Unendliche wachsendem c oder zu -- oo abnehmendem 6 unendlich 
wird, wenn nicht to für unendliche Werthe von x zu Null con- 
vergirt. (Es würde nämlich sonst 

tD^dx 



f 



— JO 
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anendlich sein.) Dann ist aber 



/[ 



lOO 



"^-■" = 0. 



weil, wie eben bewiesen, w im Unendlichen 0, und sein Diffe- 
rentialquotient (Bedingung e) nicht oc wird. Man hat also 

— CO — X, 

da die linke Seite nicht negatiy, die rechte nicht positiv ist, so 
müssen beide Null sein. Also ist w im allgemeinen und, wegen 
der Bedingung der Stetigkeit, überall Null. 

§ 80. Jede von den beiden Arten yon Aufgaben, um die es 
sich handelt, sowohl die erste, bei welcher u aus (a), (/?), (}^), als 
die zweite, bei welcher u aus (a), (/?), {S) bestimmt werden soll, 
lässt sich auf zwei einfachere Gattungen reduciren. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der ersten Art, und setzen 

indem wir die Bedingungen, denen u unterworfen ist, auf v und w 
folgendermaassen vertheilen: 

(/?)... ü = 0, v)^f{x,y,z) für < = 0, 

(y) . . . ©0 = q>(xy y, ä, 0» «^o = 0. 

Die Aufgabe, die Temperatur w zu ermitteln, lässt sich nicht weiter 
reduciren, und bildet die eine von den soeben erwähnten beiden 
einfacheren Gattungen, wohl aber die andere, v zu ermitteln. Es 
genügt nämlich, wenn man letztere unter der Voraussetzung löst, 
dass 9) von t unabhängig ist, in Worten, dass die Temperatur, in 
welcher man die Oberfläche erhält, zu allen Zeiten die gleiche, 
nämlich dieselbe bleibt wie sie zu einer Zeit X ist, wo X eine Zahl 
zwischen und i bezeichnet Ist nämlich 

Ö = %{x, y, a, A, 

die Lösung der Aufgabe 

t) = für < = 0, 

t)o = q>{j^> y, Ä, A), 
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SO erhält man als Werth von v (s. d. unten folgende Anmerkung) 

(2)... f>=f-^^^^-^^l^^dL 



Man bestimmt D, indem man diese Temi>eratur wieder in die 
Summe zweier zerlegt. Man setzt nämlich 

Vo = g>(x, y, 3, ^), Co = 0, 

f=— V für / = 0. 

Die Function v ist demnach denselben Bedingungen unterworfen, 
me ein Flächenpotential, welches sich an der Begrenzung in eine 
gegebene (von der Zeit unabhängige) Function q>(x, y, 3, X) ver- 
wandeln soll. Ist V gefunden, so hat man die Function ^ zu er- 
mitteln,' welche denselben Bedingungen unterworfen ist wie oben 
tr; es ist offenbar unwesentlich, dass der Werth von ir fttr / = un- 
mittelbar gegeben ist, gleich f(x, y, s), und der von ^ erst mittelbar, 
nämlich gleich — v, wo v die Lösung einer Potentialaufgabe bedeutet 
In der That ist also die Aufsuchung von u, welches den Bedin- 
gungen a, ß, y, genügen soll, auf zwei einfacheren Gattungen reducirt 

1) ein Potential v zu finden, 

2) eine Function w zu finden, welche den Bedingungen unter- 
worfen ist 

-^ =:a^Jw; tv = f(x,y,z) für / = 0-, iro = 0, 

wenn f eine beliebig gegebene continuirliche Function bezeichnet. 
Nur mit der zweiten Aufgabe haben wir uns in diesem III. Theile 
zu beschäftigen. 

Anmerkung. Zum Beweise der Formel (2) tlicilc mau die Zeil t in n \u\- 
endlich kleine (gleiche) Theile, deren jeder t sei. Die Temperatur f> zur Zeil ( 
wird dann durch Superposition (Addition) von it-fl Temperaluren des Körpers 

»0» ^1» ^1 • • • Ö" 

erhallen, von denen jede einzelne nach der Zeil m = t enlslchl, wenn zur 
Zeil seine Anfangslemperatur war. Ferner wird, um die einzelneu Tempc- 
raluren t)f^y t), , elc. zu gewinnen, die Oberfläche *) erhallen 

*) Wir unterdrücken im Folgenden, der Kürze wegen, hinter den Functioud- 
zeichcn </> und / die Buchstaben x, y, r, schreiben also </ {k), /(l^ /) statt 7*(x, y, r, i), 
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wegen lo^y die ganze Zeit von bis l in der Teiup. (p(0); 
wegen t)j. von bis z in Null, von t bis / in 9)C^)-9^(Ö); 
Ü3. ,. „ 2r „ „ ., 2r „ t „ vC^O-yCO? 

wegen t)^_i, von bis (w-1)t in Null, von (n~i)z bis / in qp(w-l)r-qf)(/i-2)/; 

Wenn aber die Obcriläcbe eines Körpers von der Anfangslemperalur eine 
Zeil mv hindurcli in der Tenipcralur 0, dann die Zeil t — mi in einer anderen 
Temperatur erballen wird, so kommt es auf dasselbe liinaus, wenn man den 
ersten Akt übergebt und von Anfang an die Oberlläclicntempcratur die Zeit 
/ — nn wirken lässt. Man bat daher 

»0 = x(o, 0, 

UlTenbar ist ;^(/^ 0) in dem ganzen inneren llauuic des Körpers gleicli Null. 
Die Summe der Ausdrücke U^ bis t)„ giebt für v die (ileicbung (2), wenn man 
71 = ?c nimmt. 

Die Reduction der zweiteu Art von Aufgaben, wenn nämlich 

die Bedingung (d) statt (y) erftlUt werden soll, gestaltet sich ähnlich. 

Man setzt 

u = v-^-w 

und vertheilt die Bedingungen auf folgende Art 

/ \ ^^ 2yt Ott? .. 

(a) ... ^— = a^/Jv, -^ = a'Jw, 

C/^) . . . f? = 0, w = f(x, y, 5) fllr / = 0, 

(*) . • • -^ + f^ b\ - yC^, y, 5, 0] = ^ g^^- ^- ^*w?o = 0. 

Auch hier wird die Aufgabe, w zu bestimmen, nicht weiter reducirt, 
während man durch (2) aus einem Worthe t) fiudet, der den Be- 
dingungen für Vy nachdem ( mit l vertauscht ist, genügt. Man 
zerlegt wieder D, indem man setzt 

ö = C + v, 

J:=-v iUr < = 0. 
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Die Function v ist von der Zeit unabhängig und spielt eine Rolle, 
die man mit der des Potentials vergleichen kann, während ^ der- 
selben Art von Bedingungen wie w genügt Wie im vorigen Falle 
ist also auch hier die Aufgabe, u zu bestimmen, auf die beiden 
einfacheren zurttckgefbhrt, v und w zu ermitteln. 

Die folgenden Kapitel enthalten die Anwendung der allge- 
meinen Sätze auf die Untersuchung der Wärmebewegung im Cylin- 
der, welcher durcb Rotation eines Rechtecks um eine Seite erzengt 
ist; in der Kugel und dem Rotationsellipsoid. Es kam hier wesent- 
lich darauf an, die Methoden auseinander zu setzen und zu zeigen, 
dass man zum Ziele gelangt. Ich habe, um diese Arbeiten nicht 
zu weit auszudehnen, nicht überall das schliessliche Resultat ent- 
wickelt und nicht solche Fälle verfolgt, in welchen besondere An- 
nahmen über die gegebenen Functionen eine Vereinfachung gestatten. 
Es werden auch nur die beiden extremen Fälle behandelt, in wel- 
chen entweder die ganze Oberfläche in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird oder mit einem Gas in Berührung ist Solche Fälle, 
in welchen f&r einen Theil der Oberfläche das Erste, fttr den anderen 
das Zweite eintritt, übergehe ich. So behandeln wir beim Cylinder 
nicht den Fall noch besonders, in welchem der Mantel und die 
eine begrenzende Ebene mit einem Gas in Berührung ist, die andere 
Ebene aber in einer gegebenen Temperatur erhalten wird, die 
übrigens eine etwas einfachere Behandlung gestattet als der Fall, 
in welchem der ganze Körper sich in einem Gase befindet Die 
weitere Ausführung und strenge Untersuchungen über die Möglich- 
keit der verschiedenen Entwickelungen in Reihen, eine Anzahl 
interessanter Aufgaben, muss ich, um endlich zum Abschluss meiner 
Arbeit zu gelangen, anderen Forschem überlassen. 



Zweites K^»it«L 

Der Cylinder. 

§ 81. Die Bewegung der Wärme wird in diesem Kapitel, um 
die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, nur in einem vollen 
Cylinder untersucht. Wir denken uns, dass seine Begrenzung, d. i. 
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der Mantel und die begrenzenden parallelen Kreise, deren i^Coor- 
dinaten x = h und x = —h sind, in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird. Da wir die Potentialaufgabe für den Cylinder be- 
reits im IV. Kapitel des II. Theiles, § 56 gelöst haben, so handelt 
es sich nach § 80, S. 311 nur noch um den Wärmezustand, der dort 
mit w bezeichnet wurde. Dieser wird bestimmt 
1) durch die Hauptbedinguug 

dt ' 

oder, wenn man für y und i die Polarcoordinaten r und tp ver- 
mittebt der Formeln 



y = reo^tp, Ä = rsin^^ (0 < r < r) 
einführt, durch die Gleichung 

dl "■ ^ Lda:^" + "är» + r ~dr + r' dif)^ T 

2) durch die Nebenbedingung 

w = f(x,r,xl;) für < = 0, 

wenn f eine gegebene Function bezeichnet; 

3) durch die Nebenbedingung, dass w an der Begrenzung Null 
sein soll, welche in die drei zerfällt 

(ä) ... w = f&r Ä = A, 
(6) ... IT = „ »= — Ä, 
(c) ... IC = „ r = r. 

Particuläre Integrale der partiellen Differentialgleichung sind Aus- 
drücke von der Form 

^aw^ßxj^ ^r ya^+ß^ cos y (V^ - y), 

wenn a, ß, y irgend welche Constante, v positive ganze Zahlen 
oder Null sind. Hieraus kann man ein particuläres Integral bilden 

(6cosi^+bsini^t^)sin^J-^J.(Ar)e""''^''^^^ 

in welchem ausser v auch n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
X aber eine Wurzel der Gleichung J,.(ilr) = 0, b und b Constante 
sind. Diese Lösung genügt den Bedingungen unter 1) und 3). 

Man entwickele nun f(xy r, %pl) in eine Reihe, die nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von \p, und nach Sinus der Vielfachen 
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Ton ^1^ fortschreitet Die Coefficienten, welche noch r ent- 
halten, entwickele man nach Cylinderfhnctionen und zwar so, dass 
man den Coefiicienten von cosvi^ nnd den yon sinri^ nach Cy linder- 
fnnctionen mit dem unteren Index v entwickelt, nach Functionen 
Jv(lr), wo die l die Wurzeln der Gleichung Jy(ir) = vorstellen. 
Dadurch findet man 

f(x, r, tp) = J' J JS(6cosytft + b8inyi/;)8in ^^ + y^^ j^(lr)^ 

wo die Summe j^ sich auf alle l bezieht und die b und b bekannte 

numerische Constante vorstellen, die von drei Indices n, v, X ab- 
hängen. Der gesuchte Wärmezustand w ist dann 

i© = ^'^ 1^ (6 cos VI/; + b »m yi^)8iu --^/ — Jy (ij')e ^ "' "^ . 



2Ä 

Unter den verschiedenen specielleren Fällen, die in diesem 
allgemeineren enthalten sind, sei derjenige erwähnt, in welchem h 
unendlich ist, also der Fall der Wärmebewegung in einem unend- 
lichen Cylinder. Der Theil der Lösung, welcher ein Potential v* 
giebt, ist bereits im § 54 (m. vergl. dort den Werth von U^ und U,) 
gegeben; es handelt sich also auch hier nur darum, die Function 
w, den Grenzfall des vorstehenden Ausdrucks für A = cx), zu er- 
mitteln. Man findet denselben leicht direct, indem man zunächst 
f(x, r, \p) in eine trigonometrische Reihe in Bezug auf xp entwickelt 
Sie sei 

f{Xy r, tp) = £^QOsvipFy(x, r) + sinvi//5r(ir, r). 

Die beiden Functionen F und % entwickele man nach Functionen 
Jy(Jir) mit festgehaltenem Index y, wo A die Wurzeln der Glei- 
chung Jr(h) = vorstellt Dadurch erhält mau 

f(x, r, ifß) = ji'(^[GOSvifjFjiy(x) + sinyi^g;, (x)] J^(Ar), 

wenn F und % von den zwei Indices abhängige Functionen von 
X sind. Diese drückt man durch das Fourier'sche Doppelintegral 
aus und erhält dann einen Ausdruck 

w = -2~i' 8/ / [(^osvipF,,((i) + sinvi/;Sa. W] X 

X X5 

COS a(x - ß)J, (Ar)c— •■('*'+")'ö« dß, 
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der allen Bediugungen 1) bis 3) genügt. Von den zwei Integiationen 
lässt sich die nach a ausführen, indem man hat 



y*c-a'«''C08a(a:-/?)da = - /y • 






§ 82. Der Cylinder sei mit einem Gas in Berührung. Statt 
des Potentials ist dann, nach S. 313, zuerst eine ähnliche Function 
durch die Bedingungen /Jv = und 

dv 

zu ermitteln, wenn (p eine gegebene Function der Coordinaten allein 
bedeutet, die dort als q>(l) oder g>(x, y, z, X) auftrat, weil sie noch 
einen Parameter l enthielt. Eine solche Function findet man zwar 
nicht fertig gebildet im IV. Kapitel; doch kann sie durch ein Ver- 
fahren gebildet werden, welches der dort angewandten Methode 
sehr ähnlich ist. 

Zunächst führe man in g> die Coordinaten r und xp statt y 
und s ein. Ohne uns eines neuen Functionszeichens zu bedienen, 
nennen wir die so transformirte Function q>(x, r, tp). Es soll dann 
V ausser der Bedingung z/v = noch der einen für die Oberfläche 
genügen, welche nunmehr in folgende drei zerföllt*) 

ÖY 

-g^+Äv = 9)(ir,r,V) für r = r, 
— -\- hy = qf(x, r, fp) „ x = x, 



dx 

Wir stellen v als Summe von zwei ähnlichen Functionen X und Y 
dar, die nämlich den Gleichungen /fX = und JY = genügen. 
Der ersten schreiben wir die Bedingung vor 

(d) ... -^ \-hX = q>(x, r, \p) für r = r. 

Denken wir uns die Aufgabe gelöst, eine solche Function X zu 
finden, so geht diese Function X von x, r und tp für a: = x und 
x=—x in Functionen über, die bekannt sind und die vorüber- 

*) Um Verwechselungen zu vermeiden nennen wir hier die Ilühe des C'ylinders 
nicht mehr 2h sondern 2x, und setzen daneben zur Vereinfachung der Schreibung 
unserer Formeln ä; für 1 : x. 
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gehend mit f (r, tf/) und f, (r, i//) bezeichnet werden mögen. Wir 
bestimmen dann die Function Y so, dass man erhält 

(a) ... ^+Äy = für r = r, 

dY 
(/?)... -Q^+hY = <p(»,r,tp) -Kr.tp) fOr x = x, 

dY 

(y) ... -ö^'-hY = (p('-x,r,yß)--'fXr,ilf) „ x=-x, 

dass also die linken Seiten sich bei der ersten in 0, bei den beiden 
anderen in gegebene Functionen von r und tp verwandeln. Dies 
hier Angedeutete wird folgendermaassen ausgefBhrt. 
Wir bestimmen erstens X. Der Ausdruck 

i = (atosnnkx + a8in«„te)co8 np ^^(^^„„^^^"„^^.^^„„^^ , 

worin n und v ganze Zahlen (incl. 0) vorstellen, a und a aber 
beliebige Constante, die n und v enthalten, giebt f&r r = r 

dB 

-^ — h fc| = (acosiififcr-|-asinfi7rkir)cosyt^. 

Femer ist J^ = 0. Vertauscht man in | den cosw^ mit fkuvip, so 
enthält auch das Vorstehende sinyi/; statt cosi^. Hieraus ist klar, 
dass, durch Summation nach n und v über alle ganzen Zahlen, aus 
den Ausdrücken ^ und den ähnlichen sini^ enthaltenden ein Aus- 
druck X entsteht, bei dem, wie verlangt wird, 

-^^ +AX fUr r = r 

eine trigonometrische Doppelreihe giebt, die, wenn man die a und 
a gehörig, nach bekannten Regeln, wählt, die Function ^(j;, r, tp) 
als Summe hat. 

Man kennt daher X, und hieraus f(r,\p) und f,(r,t/0. 

Wir bestimmen zweitens Y. Als Ausgangspunkt dient ein Glied 

jj = (a cos iXx -f a sin ilx) cos v\p Jy (ir). 
Nimmt man f&r X die Wurzeln der Gleichung 

Aj;(ir)+ÄJ^(ir) = 0, 
so wird ri einer Gleichung wie (a), nämlich der Gleichung 



dr 



+ Aiy = für r = x 
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genügen, während für a? = -j-x wird 

Jl+hv] = [a(tilcosttiL+A8ini*A)+a(ÄcoBtfcA--f>lsintt>l)]co8yVJy(Xr). 

Indem man den Constanten a und d für die verRchiedenen X und 
V geeignete Werthe beilegt, kann man den Ausdruck in der eckigen 
Parenthese mit dem oberen und mit dem unteren Zeichen gleich 
jeder beliebig gegebenen Constanten 2exr resp. 2g ly machen; man 
setzt dazu (wenn man die Indices fortlässt) 

e+g 



a = 



a = 



UcostftA-f AsintftX 



h cos ikl — iX sin ikX 

Der auf der rechten Seite von (ß) befindliche Ausdruck, die ge- 
gebene Function, lässt sich aber nach Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von tp und nach den Cylinderfuuctionen in eine Reihe 

2^' \^(exyCiOBnlß -f- ^iySmvip)Jr(Xr) 

entwickeln, und der auf der rechten Seite von (y) befindliche in 
einen ähnlichen, der aus dem obigen entsteht, wenn man in ihm 
e und e mit anderen Constanten g und g vertauscht. Man findet 
also als Werth von Y die Summe von 

JS^ \^(axyeosiXx + aiyBmiXx)eoRp}pJy(lr) 

und einer Reihe, die smvtp statt cosyi/; enthält, und statt a und a 
andere Constanten 6 und b, die ebenso aus g und g gebildet wer- 
den, wie die ersteren aus e und e. 

§ 83. Nachdem wir v gefunden haben, bleibt noch übrig 
(s. § 82), zweitens auch w zu bestimmen. Es ist diese Function 
den Bedingungen unterworfen 

(a) ... -^— = a^Jto, 

(b) ... u> = f(x,r,tp) für / == 0, 

(c) ... -g- +hw=0 „ r = r, 

(rf) • • • -g^ +*«? = „ x = x, 

(e) . . . p — ÄfD = r, a? = — X, 
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Den Zustand w findet mau, indem man w = A'-f- )' setzt, durch 
Su|)eri>o8ition der beiden X und Y, von denen jeder denselben Be- 
dingungen wie u>, mit Ausnahme von (6), genügen soll. An die 
Stelle von (b) sollen aber die Bedingungen treten 

A'= i[f(^,r,V)-^(-*,r,i/;)] für « = 0, 
y = WC^y ^ tp) + f(-^. r, tp)] „ I = 0. 

Um X zu finden, geht man von dem partikulären Integral aus 

$ = 8in|ua?cosyVJ^(Ar)c-«'<^'+/'')'. 

Dieses genügt der Bedingung (a), femer (c), wenn man fttr X die 
Wurzeln der Gleichung 

(f)... Aj;(Ar) + ÄJ,(Ar) = 

setzt. Femer genügt es (d) und («), wenn man fi gleich macht 
den Wurzeln der Gleichung 

(g) ... |u cos xju -|-A sin x/u = 0. 

Dieselben Eigenschaften hat eine Function, die aus £ durch Ver- 
tauschung von cosvi^ mit siny«/; entsteht. 
Man entwickele nun 

il/(a:,r,U;)-/'(-x,r,V;)] 

in eine Reihe, die nach Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen 
von ip geordnet ist. Den Faktor von cosyV' und den von siny?// 
entwickele man nach Cylinderfunctionen Jr(lr) mit festgehaltenem 
y, wo X jede Wurzel von (f) vorstellt, und die entstehenden 
Faktoren entwickele man nach Sinus der /i-fachen x, wo /a jede 
Wurzel von (g) bedeutet. Man erhält dann für jene Function 
eine Reihe 

JS' |^o(ox«r cosvV + diur sinvtp)$.inftxJy (ir), 

wo die a und a bekannte von den Zahlen l, ii, v abhängende 
Zahlen sind, das Zeichen £', wie früher, eine Summation über die 

ganzen Zahlen v, die j^ über alle l und /u anzeigen. Der Wärme- 
zustand X, der allen Bedingungen genügt, ist der, welcher entsteht, 
wenn man dem allgemeinen Gliede der obenstehenden dreifachen 
Summe den Faktor 

hinzufügt. 
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Um schliesslich auch Y zu finden, geht man von einem parti- 
cnlären Integrale 37 aus, welches eoBfix enthält statt des Faktors 
sinfix in £. Hier muss aher /u nicht durch (g) sondern durch 

A cos X/U — /U sin x/u = 

bestimmt werden. Schliesslich findet man 

Y = ^' j^^(62^yCosvi/; + bji;,ySini'i/;)cos|ua?J„(Ar)c-«*<^*+/'')', 

wenn die Constanten 6 und b so gewählt werden, dass der für 
t = entstehende Ausdruck eine Entwickelung von 

giebt 



Drittes KapiteL 

Die Kugel. 

§ 84. Die Gleichung fbr die Bewegung der Wärme im Innern 
einer Kugel geht nach Einführung der Polarcoordinaten r, 0, xp in 






sin'Ö dtp^ 

über. Ist die Kugel ganz mit (homogener) Masse erfüllt, so ist 
ihre Begrenzung eine zusammenhängende Kugelfläche r = r, und 
die Nebenbedingungen werden sein 

(/?)... u = f(r,0,fp) für <=0 

und entweder die erste oder zweite von den folgenden 

(y) ... u = q>(ß, ip, für r = r, 

du 
(3)... -ö^+h[u^ip(0,tp,O] für r = r. 

Hier bezeichnen f und q> gegebene Functionen. 

Die Aufgabe, u zu bestimmen, wird nach § 80 auf die Be- 
stimmung erstens einer Function v, zweitens einer Function to 
zurückgeführt. 

Erstens, Bestimmung von v. Nennt man die Function 
<p(ßf ^y Of wenn man t mit einer Constanten vertauscht qf(ß, t^), so 

Heinef Anwendungeu der Kngelfunctionen. 2. Aufl. 21 
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sind die Bedingungen flir v, je nachdem die Oberfläche in der 
Temperatur q^(0, xp) erhalten wird, oder mit einem Gas in Be- 
rührung ist, ausser Jv = noch fBr r = r die erste resp. zweite 
der folgenden 

Im ersten Falle ist y denselben Bedingungen wie ein Potential 
der Kugel unterworfen, daher nach § 26 die Reihe 

oder wenn man summirt 

•*« •„' ' •; (r»_2rrco8y+r')> 

Um T anch im zweiten Falle anfzusuchen, setze man, indem 
man t und 91 nach Kugelfnnctionen entwickelt 

um dann X^"^ aus dem bekannten V^") zu finden, bedient man sich der 
Gleichung flir die Oberflilehe und erhält 

(ii+Är)r— *xc-) = Äyc) 
und hieraus schliesslich 



• 



§ 85. Zweitens, Bestimmung Ton tr. Es bleibt noch Qbrig, 
die Temperatur ir aufzusuchen, welche der Gleichung (3) genügen 
soll, nachdem in derselben u mit tr vertauscht ist, und den Neben- 
bedingungen 

(ß)... 9r ^ f(r, e, tff) für 1 = 0, 

so wie einer der folgenden Bedingungen (y) oder (d), nämlich der 

Bedingung 

(/)... ip = für r = r, 

wenn die Oberfläche selbst der Kugel in einer gegebenen Tempe- 
ratur erhalten wird, und 

(d) ... ^+Äir = für r = r, 
^ ^ er ' 

wenn sie sich in einem Gase von gegebener Temperatur befindet. 
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Man denkt sich to in eine Beihe von Kugelf unctionen in Bezug 
anf d und ^ entwickelt 

(a) ... VD = Z X«, 

«=0 

in der also \ und r die Rolle von Constanten spielen. Unsere Auf- 
gabe ist gelöst, wenn wir X(**> bestimmt baben. 

Nach (/?) soll IT sich für r = r in die bekannte Function f ver- 
wandeln, die wir nach Kugelfunctionen Y in Bezug auf 6 und i/; ent- 
wickelt denken. Die Yy in welchen r die Rolle einer Constanten 
spielt, sind bekannt; wir haben nämlich 

(6) ... F(*) = — ~ — / ^mridriß f(r, t], fi>)P" (cos y)Ö£i). 



Bezeichnet man, wie I. 320, die Kugel runclionen 

Py (cosö)cos vip, Py (cos 0)s\nvxp 

durch C^(ß, ifi) und Sy(0, xfj), und gewisse bekannte Functionen von r mit 
R und % so hat Y die Form (I. 323) 

(c) ... yw = J' Ät"^ (t^ + m^;^ s^;\ 

In der That, löst man P in (b) nach dem Additionslheoreme I. 312 auf, so 
findet man 



und 9t, wenn man rechts cosvo) durch sin reu ersetzt. 

Die Bedingung (ß) stellt also die Forderung, dass sich X^") 
für r = r in Y^") verwandeln solle. 

Setzt man (a) in die partielle Differentialgleichung für to ein, 
so kann man den entstehenden Ausdruck durch die Differential- 
gleichung der Kugelfunctionen I, (51) reduciren. Nach derselben 
hat man 

1 n«^»ö-öH ^ 1 Ö^X(-) , ^^^^,^ 

und erhält daher 

) 






\il=0 



Da die n*®" Glieder unter dem Summationszeichen £ auf der linken 
und auf der rechten Seite Kugelfunctionen n^" Grades sind, so sind 

21 • 
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nicht nur die Summen, sondern auch die ir*^° Glieder selbst ein- 
ander gleich, und die Kugelfunction A("> genfigt daher zugleich 
der Gleichung 

Particuläre Integrale dieser Gleichung finden wir, indem wir ver- 
suchen, diese Gleichung durch das Produkt einer Function von r 
allein, die R heisse, und einer von t allein, die T sei, zu integriren. 
Dann muss 

also zugleich eine Constante sein, die wir —a^l^ nennen. Daher 
ist ein particuläres Integral 

wenn l eine beliebige Constante und R eine von t unabhängige 
Function bezeichnet, welche der Gleichung genfigt 

r'^ + 2r^^ +[iV'-n(«+l)]fi = 0. 

Nach I. 240 ist die allgemeine Lösung derselben eine Cylinder- 
function erster und zweiter Art von der dritten Ordnung 

und wenn sie, wie das hier, bei der Vollkugel, der Fall sein muss, 
auch für r = endlich bleiben soll, ri/;.(Ar), wo c eine Constante 
in Bezug auf r und t vorstellt. Es soll aber 

nicht nur (J) genfigen, sondern auch eine Kugelfunction n^° Grades 
sein; setzen wir dazu c gleich einer solchen von und iff, die Z^"> 
heisse. Übrigens noch den Buchstaben l enthalten darf, den wir 
deshalb als Index anhängen, so ist 

eine Lösung, die der Forderung genttgt, erstens eine Kugelfunction 
n^'" Grades, zweitens ein Integral von (d) zu sein. Indem wir X 
verschiedene Werthe beilegen und eine Summation nach X durch 

1^ andeuten, ei^ebt sich also: 

Der Differentialgleichung 

er = -'^- 
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genügt 

(a) ... w= ^X(«), 

WO AW einen Ausdruck vorstellt 

(e)... XW = Sv»(ir>-'^"Zr>, 

wenn Z irgend eine Kugelfunction von 6 und xp vom it*^° Grade, 
und die l beliebige Constante bezeichnen. 

Die Bedingung (y) wird durch X erfallt, wenn man für l die 
Wurzeln der Gleichung ?^«(Ar) = nimmt, die Bedingung (d), fllr 
die andere Art von Problemen, wenn man die Wurzeln von 

(f)... Av/;(ir)+Av/n(>lr) = 
für k setzt. 

Um noch der letzten Bedingung (ß) zu genügen, bestimmt man 
Z so, dass die Gleichung erftUlt wird 

Dies geschieht nach dem, was in diesem Bande im Zusätze S. 215 
gesagt wurde, wenn man Zl den Werth ertheilt 



wo zu setzen ist 

in dem Falle, dass l eine Wurzel von \pn ßx) = vorstellt, aber 

wenn für k eine Wurzel der transcendenten Gleichung (/") ge- 
nommen wird. 

Wir erhalten schliesslich für X^") den Ausdruck 

(4) . . . XW = 8 1!^)^-^J^'y(^ ipnßry'dr, 



WO Y durch (6) gegeben ist, (6) durch (g) oder (^'). Aus X^") erhält 
man durch (a), also durch eine Summation nach n, den gesuchten 
Wärmezustand w. 

§ 86. Die Temperatur in jedem Punkte der Kugel tritt hier, 
in (4), als Function der Polarcoordinaten r, d, \p auf, nämlich als 
eine Summe von Gliedern, deren jedes, abgesehen von einem ein- 
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fachen die Zeit enthaltenden Factor, das Produkt einer transcen- 

denten Function von r allein, und einer ganzen Function von cosO, 

sinOcosi/^^ sindsini/; ist. Derselbe Ausdruck lässt sich aber 

auch als Function der rechtwinkligen Goordinaten x, y, s 

darstellen und zwar als Summe von Gliedern, die für u gesetzt 

einzeln die Gleichung 

du 3 . 

w = '^ ^'' 

erfüllen. In der That kann man zeigen, dass die rechte Seite in 
ein Aggregat von Gliedern zerfällt, deren jedes das Produkt von 

in eine Function von a, 6, c ist. Diese Buchstaben bedeuten aber 
solche von x, y, z unabhängige Constante, für die man hat 

Dass in der That jedes von diesen Gliedern ein particuläres Integral 
der partiellen Differentialgleichung sei, ist klar. 

Den Nachweis fllr die Möglichkeit der Umformung hat man 
nur fßr ein einziges Glied 

(Ä) ... V;H(ir)P(")(cosy) 

zu führen, wenn y, wie im Vorhergehenden, die dritte Seite des 
sphärischen Dreiecks ist, dessen beide anderen Seiten tj und 6 
sind und welche dem Winkel xp — io gegentlbersteht. Denn das 
allgemeine Glied in (4) ist, abgesehen von dem Faktor der t allein 
enthält, das Produkt einer Function von r allein, nämlich von 
VnC^O? ^^^ ^'^ör Kugelfunction Z^*») der beiden Veränderlichen 6 
und 1^. Nach I. 328 erzeugt man aber ein solches Z aus P(cos)^) 
durch eine doppelte Integration nach den Buchstaben 17 und ta, 
welche Constante in Bezug auf r, d, tp sind. (M. vergl. auch die 
Gleichung (c) in I. 322, und in der Einleitung I. 4 die hervor- 
gehobenen Worte.) 

Die Transformation des Gliedes (ä) in die angegebene Form, 
welche die rechtwinkligen Goordinaten enthält, geschieht mit Hülfe 
der Formel I. 346 

Vn(>lr)P"(cosy) = ^^^ J P^^\Qo^ff)Ä^^ 



wenn man setzt 

cosy, = cosycosö'+sinysinö'cosqp'. 
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Es kommt darauf ao, in den Ausdruck reosy^^ der sich unter 
dem Integrale nach q>' befindet, statt r, 0, \p die rechtwinkligen 
Coordinaten x^ y, s einzuführen. Dahin führen die Formeln (a) in 
I. 309. Dort wurde ein Bogen d bestimmt durch die Gleichungen 

cosy = cosöcosjy + sioösinjjcosCv;— w), 

sinyQosd = cosösinjj — sinöcosi7COs(V' — w), 
sin 7" sind = sinösin(i/; — w). 

In dem erwähnten Integrale nach q>' führe man statt q>' die Ver- 
änderliche qp'— J ein, wodurch es in 



übergeht, wo y^ aus dem Ausdruck von y^ durch Vertauschung 
Yon q>' mit q>'—d entsteht. Man hat demnach 

r cos/j = (rcosy)cos ö'+(rsin y cos d)8in ö' cos y'+Crsin y sin d)sinö' sin q>\ 

Nun ist, in Folge des obenstehenden Systems der drei Gleichungen, 

rcos;" = aycosjj+ysinjjcosw -f^sini^since;^ 
rsinycosJ = o^sini; — ycosijcosce; — jscosjjsincti, 
rsinysinJ = — ysinw +ÄCOScti. 

Setzt man diese Ausdrücke ein, so erhält man 

rcos^g = ax-\-by + ca, 

wo a, b, c folgende von x, y, s unabhängigen Constanten vorstellen 

a = cos 17 cos ö'+ sin 17 sin ö' cos y', 

b = sinjjcosce/cosö'— cosjycoscusinö'cosy'— sincusinö'siny', 

c = sinjysincucosö'— cosjysinwsinö'cosy'-f coswsinÖ'cosqp', 

Daher geht in der That der Ausdruck 

in eine Function von i, x, y, z über, nämlich in 

P('»)(cosö')sinÖ' bff I er'^i^'^y-^'^) dq>\ 

und der Ausdruck X^**) in (4), also auch to^ wird in der That eine 
Snmme, in der Regel von unendlich vielen Summanden, deren all- 
gemeines Glied der vorstehende Ausdruck multiplicirt mit Functionen 
von 7} und w ist, wenn die Summation sich auf Glieder mit ver- 
schiedenen 7} und Ol bezieht. 
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TIertes KapIteL 

Ueber das Rotationsellipsoid. 

§ 87. Die Gleichung fttr die Temperatur u im Innern eines 
Rotationsellipsoides mit den Halbaxeu hx und h.}-x'—l bringt man 
in eine bequeme Form, indem man 8tatt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten diejenigen einführt, welche in diesem Bande bereits im 
II. Theil, 2. Kapitel S. 98 vorkamen. Wir setzen also 



X = hrcoBÖ, y = Ä}V'— 1 sindcostp, 3 = Ä}V*— 1 emO^ntp, 

und transformiren die bekannte Gleichung für die Wärmebewegung 
im Innern mit Hülfe von I, § 71. Dasselbe Resultat erhält man 
selbstverständlich, wenn man in (3) neue Coordinaten q und g> statt 
der dort vorkommenden r und einführt, indem man dort setzt 

rcosd = ^cos^; rsinö = \^q^—1 siny; 

schliesslich hat man noch q und <p durch die Buchstaben r und 
0, rein formell, zu ersetzen. Man erhält dann die Gleichung 

cos'ö du 1 d [ , ^ du~\ . 1 S'H 



,.. r-—C08'ö du 1 d [ . ^ du~\ , 

^ ^ a^ Ol smO 80 l d0 i 



sin'ö dtp' 



Ö L n ^ V Ott 



1 -. - 1 



•^ •» 



:-i+-_-/ ''" 



J r-— 1 et;;- 

Wir handeln von dem Wärmezustande, der nach der Zeit l 
eintritt, wenn die Oberfläche des Ellipsoides nicht mit einem Gas 
umgeben ist, sondern in einer gegebenen Temperatur erhalten wird. 
Man weiss aus dem 1. Kapitel, dass dann u in die Summe von v 
und w zerfällt, wo v der Gleichung Jy = gentigt und an der 
Oberfläche gegeben ist. Man kann daher v nach den Regeln des 
2. Kapitals im vorigen Theile bestimmen, so dass es sich nur um 
die Ermittelung einer Function w handelt, die derselben Gleichung 
(5) wie u genügt, sich zweitens für f = in eine gegebene Function 
f(r, 0, tfß) verwandelt und die für r = r verschwindet. 

Das tlbliche Verfahren, durch welches man eine derartige 
Function w aufzusuchen pflegt, besteht darin, dass man sie aus 
solchen particulären Lösungen der partiellen Diflferentialgleichung 
zusammensetzt, von denen jede das Produkt einer Function von t 
allein, die T heisse, und einer Function der Coordinaten wird, die 
C heisse. 
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Das bekannte Verfahren zeigt, dass dann 

1 dT^ __ aiogT 
f dt " dt 

eine Gonstante sein muss. Setzen wir diese gleich —a^X^^ so 
hat man 

T = e-"'^'', 

indem es überflüssig wäre, dem T einen constanten Faktor hinzn- 
zufügen. Setzt man 7^ statt u in (5) hinein, so ergiebt sich, dass 
^ folgender Gleichung genügen muss: 

smö dö L öÖ J sm^ö öxf)^ ' 

Entwickelt man ^ in eine trigonometrische, nach Cosinus und 
Sinus der ganzen Vielfachen von \ff fortschreitende Reihe 

OD 

C = ^ (ii„iC0smV + UmSinrny), 

so müssen u und u, jedes fßr sich, einer Differentialgleichung mit 
den beiden unabhängigen Veränderlichen r und d genügen, die aus 
der vorstehenden hervorgeht, wenn man in ihr ^ mit u resp. u, 
den zweiten Differentialquotienten von t nach xff aber mit —ni^u 
resp. — m^u versucht. Man versucht endlich, diese durch das 
Produkt einer Function Rm von r allein und @,„ von allein zu 
lösen, so dass man hat 

(6) . . . C = ^ Äm0m(am cos mt/; + a« sinmv), 

w»=0 

WO a und a Constante bezeichnen, die allerdings auch von den 
Indices n und X abhängen können. Damit aber u in ein solches 
Produkt zerfallen könne, muss, wenn ^ eine Constante bezeichnet, 
Am eine endlich bleibende Lösung der Gleichung 

(7) ... -|-[(r'_l).^^^.] + [r(r^_l)-^--^]Ä = 

sein, und 0,» von derjenigen, welche aus ihr durch Vertauschung 
von r mit cosd entsteht. 

Die Function R ist also eine Cylindeifunction dritter Ordnung 
(I. 448), aber eine specielle, jedoch noch allgemeiner als eine Func- 
tion \f)n9 in der (I. 445) drei Constante a,, a^, a, einander gleich ge- 
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worden «nd. Denn hier nehmen nur zwei von ihnen denselben 
Werth an. Um von den allgemeinen Lamä'schen Functionen dritter 
Functionen auf die hier auftretende Gattung zu kommen, hat man in 

dx 
a^ gleich —1 zu machen, femer 

zu setzen. Dann wird mit wachsendem n 



Daher verwandelt sich die Gleichung der allgemeinen L am 6' sehen 
Function dritter Ordnung I, (75) 

ftlr « = oc, in die Form 

Setzt man iXx f&r ^z und lässt 6 = = til werden, so entsteht (7). 
Aus den allgemeinen Untersuchungen I. 450 ersieht man, dass 
diese Differentialgleichung auf eine einfachere reducirt werden kann. 
Während nämlich in (7), wenn man die Goefficienten von R und 
seinen Differentialquotienten durch Multiplication mit r'— 1 zu ganzen 
Functionen von r macht, der Faktor von R und A" auf den vierten 
Grad steigt, nämlich r^, r^ r^ enthält, so kann man r^ aus ihnen 
fortschaffen, indem man 

setzt. Dann genügt s^ der Gleichung 

(8)... (r>-l)-^+2(m+l)r-^ + [nr'-l)-iU+m(m+l)], = 0, 

die man auch, wenn r^— 1 = q gesetzt wird, in die Form bringen 
kann 

4^(^+1) J^! +2fe+(2»i«-|-2)(^+l)] j^ +[i'^+m(m+l)-/£> = 0. 
Noch gelang es nicht alle Schwierigkeiten zu Überwinden, auf welche 
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der Versuch stiess, flir diese Gleichungen Resultate zu gewinnen, 
wie die, welche man I, § 103 — 106 für die Functionen des ellip- 
tischen Cylinders erhielt. Es bleibt also noch nachzuweisen, dass 
man für jedes k eine oder mehrere Zahlen fi bestimmen kann, 
welche ein endliches Integral s oder Rr^ verschaffen. Femer, setzt 
man r = cos 6, so muss* diese Function Rm oder (s. o.) &m eine 
periodische von 6 sein. Im vorigen Bande habe ich derartige 
Untersuchungen geführt, indem ich mich der Integration durch 
Reihen bediente und nachwies, dass bei gehöriger Wahl der fi ent- 
sprechenden Constanten das Integral sich durch eine convergente 
trigonometrische Reihe, die nach ganzen Vielfachen des Winkels 
fortschreitet, darstellen lasse. Dieser Weg führte hier bisher nicht 
zum Ziele. Die Untersuchungen des Herrn Her mite über die 
Lama 'sehen Functionen, und die Fälle, in welchen sie sich in 
periodische Functionen der Veränderlichen verwandeln, an die sich 
dann die Entwickelungen des Herrn Fuchs schlössen, haben viel- 
leicht den Weg zur Behandlung der Integrale unserer Gleichung, 
eines Grenzfalles der Gleichung für die L am ö' sehen Functionen 
bereits eröffiiet. 

Hat man R,n als Function von r dargestellt, als XmOOi ^o X 
ausser der Veränderlichen r noch die Gonstanten X und /i enthält, 
so wird l als Wurzel der Gleichung x,„CO = bestimmt. Es wird 
dann 

tt? = 2: § e~"'^''Xm(OXm(co8 ö)(a«, Gosmxp + a,n sin mip), 

wo das Zeichen j^ eine Summation über alle l und /i andeutet, 

der Differentialgleichung (5) genügen und sich für r = r, wie ver- 
langt wurde, in verwandeln. Die Gonstanten a und a sind schliess- 
lich so zu bestimmen, dass w sich für / = in /"(r, 0, yj) verwandelt 
Dies geschieht durch die bekannte Methode mit Hülfe des 
Satzes, dass 



// 



n 



(r' — cos'ö)Xm(r)Xm(cos d)x.n(r)xm(^os ö)3rsin 6 dO 



Null ist, wenn %' eine Lösung bezeichnet, in der die Indices X, fi 
von denen, welche in % vorkommen, entweder beide verschieden 
sind oder wenigstens nicht zugleich mit beiden übereinstimmen. 
Ist aber %' = x> «^ ^^^d das Doppelintegral eine von verschiedene 
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Coii8tante. Das Integral nach r wird, je nachdem r reell oder ima- 
ginär ist, von 1 oder von Null an genommen. Das Yer&hren, durch 
welches man zeigt, dass das Doppelintegral verschwindet, wenn nicht 
x' = x ist) ist das bekannte, welches man im § 58 dieses Bandes bei 
den ähnlichen Untersuchungen ttber die Functionen des elliptischen 
Cylinders findet. 



rv. ThelL 

Zur Hydrodynamik, 



§ 88. Die Arbeiten Dirichlet's über Hydrodynamik werden 
durch seine Mittheilung in den Monatsberichten der Berliner Aka- 
demie*) eröfinet. Er handelt dort über den Widerstand, den eine 
in einer unendlichen ruhenden Fltlssigkeit fortbewegte Kugel von 
dieser erleidet, indem er die Euler 'sehen Gleichungen der Hydro- 
dynamik zu Grunde legt, welche die Reibung unberücksichtigt lassen, 
und gelangt so zu völlig unerwarteten Resultaten, die wesentlich 
modificirt werden, wenn man den Widerstand, den die Reibung ver- 
ursacht, nicht vernachlässigt. Dirichlet giebt zwar nur für die 
Kugel das Resultat an, sagt aber (S. 13), dass das Problem auch 
für ein bewegtes EUipsoid sich vollständig behandeln lasse. Im 
Crelle'schen Journal Bd. 52, S. 103—132 und Bd. 53, S. 287—291 
hatClebsch die Rechnung für das EUipsoid angestellt; wenn auch 
wir hier das Problem, und zwar im engsten Anschluss an die Mit- 
theilung von Dirichlet, lösen, so geschieht dies, weil es in dieser 
Darstellung ein sehr einfaches Beispiel für die Anwendung der Kugel- 
functionen und der Lama' sehen Functionen darbietet. 

§ 89. Mit Dirichlet denken wir uns nicht die Flüssigkeit 
ruhend und den festen Körper, also zunächst die Kugel bewegt. 



*) Ueber einige Fälle, in welchen !$ich die Bewegung eine^ festen Körpers in 
einem incompressibeln flüssigen Medium theoretisch bestimmen lässt; 8. Januar 1852, 
S. 12—17. 
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sondern, was auf dasselbe hinauskommt, die Kugel ruhend und die 
Flüssigkeit bewegt. Der Mittelpunkt der Kugel sei der Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Goordinaten x, y, z, ihr Radius sei c. Auf die 
anfänglich ruhende homogene unendliche Flüssigkeit, deren Dichtig- 
keit mit d bezeichnet werden soll, wirke eine beschleunigende 
Kraft a, die zu derselben Zeit / überall dieselbe Intensität und Rich- 
tung habe, sich aber mit der Zeit beliebig ändern kann, so dass 
ihre Componenten a, /J, y beliebige Functionen von t sind. Wir be- 
zeichnen mit p den zur Zeit t im Punkte (x, y, z) stattfindenden 
Druck und mit u, v, to die Componenten der Geschwindigkeit, und 
nehmen an, dass ein Geschwindigkeitspotential q> existire, d. i. eine 
Function q> der Goordinaten, die nach x, y, z diflferentiirt resp. u, v, w 
giebt. Es handelt sich hauptsächlich um dessen Auffindung. 
Die Bedingungen, welchen derselbe unterworfen ist, sind: 

1) Es muss /lq>{x^ y, a) = sein. 

2) Da wir annehmen, es sei keine Reibung vorhanden und die 
Flüssigkeit gleite an der Oberfläche der Kugel, so hat man 

ÄW)=0 für r = c, 

wenn r = y^'+y'+^S ^Iso r die Entfernung eines Punktes vom 
Mittelpunkte der Kugel ist. 

3) Die drei Differentialquotienten 

dfp d(p d(p 

öa? ' öy ' dz 

sind für die unendlich entfernten Punkte gegeben, da die Bewegung 
dieser Punkte offenbar durch das Eintauchen der in der Endlichkeit 
befindlichen Kugel nicht modificirt wird. Unter der Wirkung der 
beschleunigenden Kraft a bewegen sich aber Punkte x, y, z, so dass 
man hat 

di'~ " ""' dl' ~ ^' dt'~ ■" ^• 
Setzt man 

Ja dt = l, Jßdi = tn, Jrdl = n, 

u 

SO wird daher im Unendlichen 

dx ^' dy ' dz 
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§ 90. Um die Function f> zu bestimmen, fbhre man in dg> = 
Polarcoordinaten ein, r, 0, tp. Alsdann hat man 

"^ ör' '^^^ dr '^ sinÖ 80 "*" siiiö dtp' ~ 

Diese Diflferentialgleichung braucht aber nicht schon von r = an, 
sondern erst von r = c an erfüllt zu werden. Daher hat q> die Form 

«=0 

wenn X und Y Eugelfunctionen von und tp bezeichnen. 
Aus der zweiten Bedingung findet man 



eine Gleichung, die auch ohne das Summenzeichen bestehen muss, 
da das unter dem Summenzeichen befindliche allgemeine Glied 
selbst eine Kugelfunction ist Man hat also 

^ n=0 ^ n+1 ^ 

Die dritte Bedingung verlangt, dass die Diflferentialquotienten 
von g> nach x, y, z im Unendlichen gleich I, m, n, also gleich Aus- 
drücken werden, die keine andere Veränderliche als t enthalten, 
daher im Unendlichen zunächst endlich bleiben. Ohne die Diffe- 
rentiationen wirklich auszuführen, kann man hieraus schliessen, dass 
die Summe ^ in qp nur aus zwei Gliedern besteht, nämlich dem 
Gliede, in dem it == 0, d. i. gleich einer Constanten ist, welche man 
fortlassen kann, und dem Gliede, wo n = 1 ist, d. i. 



X«(r + i^). 



In der That, differentiirt man nur in der Richtung r, die man als 
eine Axe annehmen kann, so würde ein späteres Glied, welches die 
H—lte Potenz von r enthält, für r = oo unendlich werden. Man hat 
also zunächst für f> die Form 



[i+^]rXo>; 



das Glied rX(^> ist aber von der Form 
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wenn die x Constante bezeichnen, and hieraas erkennt man, dass 
für ein unendliches x, y oder z sein muss 

dtp d(p dq) 

Andererseits sollen diese Differentialquotienten I, m, n werden; also 
findet man 

(1) . . . (p(x,y, z) = (1+ A_)(lx + mj^ + iw)- 
Hieraus erhält man durch Differentiation nach x, y und s 

" ^ K^+ y IJ-Ga' + my+nO, 

»= n(l+'^)--^(lx+my+nz). 
Endlich findet man den Druck p ans der bekannten Formel 

WO T eine Constante nach x, y, z bedeutet and nur die Zeit ent- 
halten kann, Faber das Kräfte-Potential, also bei uns 

ist. Setzt man ftir q> seinen Werth aus (1) ein, so erhält man 

Die Druckkräfte, welche auf die einzelnen Punkte der Kugel 
ausgeübt werden, setzen sich selbstrerständlich zu einer einzigen 
Kraft zusammen, welche im Mittelpunkte der Kugel wirkt. In dia- 
metral gegenüberliegenden Punkten hat ti^-f v'+t^^ denselben Werth, 
kann also in dem Ausdruck von p bei der Berechnung des gesammten 
Druckes fortgelassen werden, ebenso wie T. Es bleibt demnach nur 
das Glied 

im Ausdrucke ftlr p zu berücksichtigen; die Componenten dieses 
Theiles sind das Produkt des vorstehenden Gliedes resp. in cosd^ 
sind cos 1/^9 sind sin 1//. Multiplicirt man noch mit dem Flächenelement 
c^ sind dO dtp und integrirt nach 6 von h\s n, nach tp von bis 
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2n, 80 erhält mau als Componeuten des gesammten Druckes 

^- aöc% ^- ßöc% ^- ydc\ 



3 

also fbr deu ganzen Druck ^- dac^. Dieser ist daher, ausser 

von Constanten, nur noch von der augenblicklich wirkenden be- 
schleunigenden Kraft abhängig, und dieser parallel. Hört die be- 
schleunigende Kraft auf zu wirken, ist also <f = 0, so wird I, m, n 
constant und damit u, v, w von der Zeit unabhängig, also die Be- 
wegung eine permanente, und man hat durch Elimination aus den 
Gleichungen f&r u, v, w 

mii— lü = — Ä(ma?--ly), 
nc — mio = — A(ny —ms), 

wenn man zur Abkürzung setzt 



Hieraus folgt 



A = -^(te + my + iw). 



log(uur— ly) = -^rlogCny— ms) 



dt '-ov--- •:f/ ji 

und, wenn k eine Constante bedeutet, 

vxx — ly = *(ny — uiä). 

Die einzelnen Punkte bewegen sich also in ebenen Gurven, deren 
Ebenen sämmtlich durch die Gerade 

x:y:z = I:m:n 

hindurchgehen. Nimmt man diese Gerade, — Dirichlet nennt sie die 
Axe, — zur Axe der z, so sind l und fi gleich 0. Dreht man die 
Ebene der Gurve um die Axe, so werden die Coordinaten x, y, » 
eines Punktes der Curve, wenn der Drehungswinkel x heisst, 

«cosx+ysinx, aisinx— ycosx, a; 

die Coordinaten der so entstandenen Curve genügen also gleichfalls 
den Gleichungen f&r u, v, w und den Bedingungsgleichungen des 
Problems, und man findet alle Curven, auf welchen sich Theilchen 
bewegen, wenn man die in einer beliebigen Ebene liegenden um 
die (in derselben Ebene liegende) Axe drehte. 

Wir suchen die Gleichung dieser Gurven auf, wobei es also 
hinreichend ist, die Gleichung derjenigen zu ermitteln, welche in 
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der XZ-Ebene liegen. Wir haben dalier zu setzen 

l = tn = 0, y^O, 



lind finden 



dx 3uc^ 

dt 2r* ' 



dz 3nc „ 

to = — .- = — 



3/^.3 



+ (l+ oV> 



dt 2r' ^ » V^ ' 2r' 

Statt der reclitwinkligen Coordiuaten x und 2 führt man Polar- 
coordinaten ein, nämlich ausser r den Winkel jj, den r mit der Axe 
der Z bildet, setzt also 

X = rsinjy, 5 = rcosjj. 

Bildet man aus den Gleichungen filr u und w die Combinationen 

80 erhält man 

rdr = ^Ä — j , r'dfj = ^vx — ^^^ , 
und hieraus sofort 



cotgi7di7 + id(log - - ^ ) = 0. 



Die Gleichung der Curven ist also 

(r' — c')8iu'j7 = xr, 

wenn x eine Constante bezeichnet, die alle positiven Werthe von 
bis 00 annehmen muss, um alle Curven in der Ebene XZ zu geben. 

§ 91. Die Untersuchung, welche bisher für den Fall einer ein- 
getauchten Kugel geführt war, wird jetzt auf den Fall eines ein- 
getauchten Ellipsoides übertragen. Die rechtwinkligen Goordinaten- 
axen legen wir in die üauptaxen des Ellipsoides, die der Grösse 

nach 2r, 2}^r'— 6'^, 2 |^r*— • c* sein mögen. Neben den rechtwinkligen 
Coordinaten bedienen wir uns auch der elliptischen q, (x, v wie 
I, 352 u. f. 

Von den Bedingungen, welche für das Geschvnndigkeits- 
Potential 9 im § 89 aufgestellt sind, bedarf die zweite einer Modi- 
fication,indem qp^ nach der Richtung der Normalen auf dem EUipsoid 
diiferentiirt, Null sein muss. Da das Element der Normalen 






Hf^ine, Aiiwoniliingvn dnr KuKelfinictionen. 2. Aufl. 22 
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ist, so hat man statt der frfiheren Bedingang jetzt zu setzen 

??=0 für e = T. 

CQ 

Die Function 9 mnss, nach der ersten Bedingung, der Gleichung 
(I. 3ßl ; m. rergl. in diesem Bande § 48) 

oc et, U^ 

genfigen. Entwickelt man die Function q> in eine Reihe von Kugel- 
functionen in Bezug auf und yf 

so ist Z von der Form 



*-=•! 



WO a und b Constante nach fi, p, q bezeichnen, die nur noch / ent- 
halten können. 

Die zweite Bedingung bestimmt das Verhültniss der Constanten 
a und b zu einander; difTerentiirt man nämlich nach q, so bleiben 
die Differentialquotienten von Z^") Kugelfunctionen von und ^, 
mfissen also f&r sich Null werden, wenn die Summe sein soll. 
Daher hat man 

Z'-> = Jfc.(F,(e)E:(r)-E.(^)P,(r))E.(^)E,(0, 

wenn in F und allen E der obere Index n ist und das Zeichen ' 
eine Differentiation nach dem Alimente andeutet. 

Diesen Ausdruck transformiren wir mit Hfilfe von I, (G2). Setzen 
wir nämlich 

so wini, abgesehen von Constanten Faktoren, 

*•.(?) = fi.(e)/".(e) 

und daher für jeden Index t 



E(e))V-6'}V-c' 
Redeutet c eine Constante wie fr, so wird 

Z(-) = icE(g)E0/)E(OrE'(r)(f(g)~r(r))+ ^^ . , - \-, . -,- X 
*-» L E(x) fr' — 6' y r' — r* J 

wo sänimtüche E, f und r den unteren Index s erhalten. 
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Ferner sagt die dritte Bedingung, dass für unendlich entfernte 
Punkte die Differentiaiquotienten von q> nach x, y, s endlich, und 
zwar gleich I, nt, n sind. Diese Differentialquotienten bildet man, 
indem man die Differentialquotienten von q> nach q mit 

dg dQ ÖQ 

dx^ öy ' dz 
multiplicirt. Diese erhält man aus der Gleichung 

(b) ^ 4- -y'— 4- — ?!- - 1 

^ ^ Q^ Q^ — b^ Q^ — C* 

Setzt man zur Abkürzung 

y + (g'-by "•" jQ^-'iy " v 

(wo h die Entfernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene 
bedeutet, welche an das EUipsoid (6) im Punkte x, y, z gelegt ist; 
die Normale daselbst sei iV), so wird 



Q 


dx 


= A'. 




Q 


dq 

öy 


= Ä'. 


y 


Q 


de 

dz 


-A'. 





80 das8 die drei Differentiaiquotienten von q nach x, y, s fllr ^ = oc 

endlich bleiben, nämlich eosO, »mOdoBif/, sin^^sint^ geben. Es 

kommt also darauf an, dass Z<") nach q differentürt endlich bleibt; 

£(^) ist von der n""' Dimension. Das Glied der höchsten Dimension 

in dZt-'^ido ist 

-c/-(r)ECu)EWE'(r).E'(e); 

dies hat die n— l** Dimension. Diese muss Null, also n = 1 sein, 
also (p = ZW. 

Man setzt nun f&r E und F, oder vielmehr f, ihre Werthe. 
Die drei, dem Falle n = 1 angehörenden Werthe von E sind 
(1. 365 u. 367) _ 

Wir setzen femer 

de 



(2)... y 



^'l/^x-t'^p'-c' 



= Po, 



r_.'^ = P r _^ = p 

22» 
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lind diese Intejfrale ron ^ = r an genommen gleieh 3H,, SÜ,, 9{.. 
Zwischen den P bestehen, wie man sofort darcb Differentiation 
nach Q zeigt, die Gleicbangen 

% 

welche dazu dienen, P, und P, durch das elliptische Integral erster 
Gattung auf der Rechten und das zweiter Gattung P^ auszudrucken. 
Wir behalten aber in unseren Formeln die drei Integrale sämmt- 
lieh bei. 

Nach (a) setzt man ftlr [(q) und f(r) die P und 91 ^ berück- 
sichtigt auch, dass die drei Aggregate E(fi)E(r)E(Q) sich nur durch 
eine (gleichgültige) Constante von x, y, 3 unterscheiden. Sind a^ b, c 
Constante, so hat man aus q> = Z^ 

ir" — 6"|r"— c' L ^ fr'—/*' |r' — c*J 

|r*— b* |r- — c* 

In dieser Form findet man leicht die Differentialqnotienten von 
g> nach x, y, z (^r q = cc, welche man gleich 1, m, n zu setzen hat 
Macht man (vorQbergehend) 



rvr^6=jV-r'= - , 
so wird 

a(p-X)= U 



r 

c(p-3i,)=n-^ ''-?-. 

Benutzt man noch (c) um p zu entfernen, so erhält man schliess- 
lich 

wo die P durch (2) geget>en werden, und die 9t ans den P durch 



+"=0+tr:5]r:)' 
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Vertauschung von q mit r entstehen. Das Geschwindigkeitspotential 
ist demnach in Bezug auf q ein Aggregat, welches ein elliptisches 
Integral erster und zweiter Art enthält, zugleich eine lineare Function 
von cosd^ smOao&fp, sind sin i^. 

§ 92. Durch Differentiation von q> nach x, y, z entstehen u, r, to. 
Mit Benutzung des Ausdrucks von h auf S. 339 erhält man 



«'= "(i+ijrx-sr)--CTC, 



3«, +3«. ^ q*-b 

P, _\ A» 

3t. + 31, J q'-c 

wenn man unter ^ den Ausdruck versteht 

1 r I hx m _hy n As ] 

g i/eCi'|^t» 1-^7+3«, ■ 7" ^ ^',+K ' e'-b' ■*" ^.+ 3i. ■ P-cn 

Indem man, wie oben, die Nannale N an das EUipsoid einführt, 
welches dem gegebenen confocal ist und durch den Punkt (x, y, z) 
geht, kann man die Ausdrucke flir u, v, w auch mit den folgenden 
vertauschen : 

« = l (i + -^;^^) - 5 co8(JV, X), 

« =tn(l+-^-A^)-Cco8(iV,r), 



3t, +31. 



? = 



3t.+3t, 

1_^ _ nco8(JV, X) mco8(JV, F) jieoB^ Z) ] 

Q^^^-Vfi^^'l ^, + yi/^ 9t,+3t, + SR.+9t7 J' 

Den Druck, welcher auf ein Element der Oberfläche des EUiiH 
soides ausgeübt wird, findet man durch die Gleichung 

Wir schliessen die Untersuchung mit diesen Formeln ab, die 
sich allerdings in speciellen Fällen, z. B. wenn der eingetauchte 
Körper ein Rotationsellipsoid ist, noch vereinfachen. Der besondere 
Fall, welcher für jetzt das grösste Interesse in Anspruch nimmt, 
scheint der in §89—90 behandelte zu sein, in welchem die drei 
Axen des EUipsoides gleich werden, das EUipsoid sich also in eine 
Kugel verwandelt. 



Zusätze zum ersten Bande. 



Zu S. 1—2 und S. 188. 

Auf S. 1 — 2 wurde die Einführung des Potentials, wie es 
bisher gewöhnlich geschah, auf eine Arbeit von Laplace aus dem 
Jahre 1782 zurQckgefUhrt. In der That gehört aber der wichtige 
Satz über das Potential, um den es sich handelt, Lagrange an, 
der ihn fünf Jahre vor Laplace bekannt machte. Man findet ihn 
in den Nonveaux M^moires de TAcad^mie des Sciences et belies 
Lettres, de Berlin, annöe 1777. Remarques gön6rales sur le mouve- 
ment de plusieurs corps, qui s'attirent mutuellement en raison inverse 
des carr^ des distances. Lu le 2. Octobre 1777. 

Dort liest man: 

No. 1. Soient M, M\ M", . . . les masses des corps qui composent 
le systöme donnö; x, y, & les coordonn6es rectangles de M, x\ y\ s' 
Celles de H\ Qu'on fasse, pour abriger, 

MM j MM 

ou aura 



1 dSi 


1 dQ 


1 dSi 


M dx ' 


M dy ' 


M dz 



pour les forces avec les quelles le corps JRf est attirc ])ar les autres 

Corps M\ Jl"^ ... suivant les directions des trois coordonnöes x, y, «, 

de meme 

1 dii l_Jß_ 1 dQ_ 
r ~dx'~' M' dy' ' M' dz' ' 
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Cette mani^re de reprösenter les forces est, comme Ton voit, 
extremement commode par sa simplicitö et par sa gänöralitö ; .... 

Die Herren Baltzer uud Sehering haften die Gute, mich auf 
diese Stelle in der Arbeit von Lagrange aufmerksam zu machen. 
H. vergl. die seitdem erschienene Arbeit des Herrn Baltzer in 
Borchardt's Journal, Bd. 86, S. 213—216: Zur Geschichte des 
Potentials. 

In Betreff der Einführung der Gylinderfunctionen ist zu 
bemerken, dass Herr Gian Antonio Maggi*) die Function Jo(x) 
bereits in einer Arbeit von Daniel Bernoulli, Theoremata de 
OBcillationibuB corporum filo flexili connexorum et catenae verti- 
caliter suspensae**) gefunden hat Es kommen dort auch schon 
die angenäherten numerischen Werthe der beiden kleinsten Wurzeln 
von •/^(a?) = vor. Herr Maggi erwähnt und beleuchtet dann die 
ferneren Untersuchungen von D. Bernoulli im VII. Bde, sowie die 
ebendaselbst befindlichen und späteren (M. vergl. z. B. Acta Acad. 
Petrop. 1781) von Euler über die J, welche die Entdeckungen 
von Fourier über dieselben, den Satz über die Entwickelungen 
nach Gylinderfunctionen, vorbereiteten. 



Zu S. 37 und 38. 

Die Function I^(x) wurde zwar eingeführt als n^^ Coefficient 
in der Entwickclung einer Quadratwurzel nach Potenzen einer Ver- 
änderlichen a, dann aber auf S. 37 allgemein, nicht nur für ganze 
positive Zahlen n, sondern für beliebige Zahlen n, durch das Integral 
von Laplace (M6c. ccl. T. V, Livre XI, No. 3, S. 33 der Ausgabe 
von 1825) dofinirt 

(ä) ... P"(a;) = - ^ / ^(« + cosy. ^x'- iydq>. 
Dies Integral hat die durch die Gleichung 

ausgedrückte Eigenschaft. 

*) SuUa storitt delle funzioni cilindriche; Reale Accademia dei Lincci, Vol. IVo, 
Serie 3», 1880. 

**) Commcntarii Ac. Sc. Imp. Petrop. anni 1732—33, T. VI. 
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Auf S. H8 wurde erwähnt, dabB mau auch audere Ausdrücke, 
welche für ganze positive n deuselbeu Werth P" geben, als De- 
iiuition der Functitm P" für beliebige Werthe von » betrachten 
könne. Diese Ausdrücke, welche, wenn n aufhört eine ganze positive 
Zahl vorzustellen, unendliche Ileihen werden, könne man freilich 
nur anwenden, wenn sie für den betreffenden Werth von x C4)n- 
vergiren, womit aber nicht gesagt sein soll, dass die auf verschiedene 
Art dcfinirten Functionen im ganzen Verlaufe die gleichen Func- 
tionen darstellen. Die Form (a) wird nnr für ein rein imaginäres x, 
und auch für ein solches nur dann, wenn n einen negativen reellen 
Theil besitzt, unendlich. Uel)er diesen Gegenstand, welcher aach 
für die Eutwickelungen auf S. 203 von Interesse ist, werde ich hier 
etwas ausführlicher handeln. 

Die mit (d) und (e) bezeichneten auf S. 10 angegebenen Formen 
für P^ sind 

(h) ... x-F(-iii, i-i«, 1, --J-), 

»•■• (-^M- -«. 1. -:-;-[)■ 

Beide Functionen von n stimmen, die Convergenz voraus- 
gesetzt, für alle n mit /^(x), wie es durch (a) definirt ist, 
übe rein. Bei (6) ist dies unmittelbar klar durch die Ableitung 
dieser Formel; dass aber (c) mit (6) und daher mit (a) überein- 
kommt, folgt aus einer Gleichung, die sich in der Abhandlung des 
Herrn Kummer über die hypergeometrische Reihe*) findet, näm- 
lich ans 

x — 1 
jfür a = ß = —n, y = l? ^= — TT' Uebrigeus zeigt die Euler'- 

x-j- 1 

sehe Gleichung 

F(cr, Ä r, X) = (1-xy— ^F(y-a, y-ft y, x) 

sofort, dass (6) und (c) sich nicht ändern, wenn mau in diesen 
Reihen « mit —«—1 vertauscht. 

Anders würde es sich verhalten, wenn man als De- 
finition der Function P die dritte der auf S. 38 erwähnten 

•: Crelle, Journal f. M. Kl. XV. § ID. Gleich. 50 
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Keiheu, die Reihe (2) wählen würde, d.i. 

Diene, welche wir hier der Deutlichkeit wegen p*(a?) nennen wollen, 
Htimmt in der That nur für [)08itive ganze n mit der von uns 

(durch («)) definirteu Function P'^Qf) in)erein. Sehen wir davon 
ab, daHH (d) ftlr Holche n unendlich wird, welche die Hälfte einer 
ungeraden ponitiven Zahl sind, so erkennt man sofort, dass p~*""* 

hier nicht mehr dieselbe Function von x wie P^ ist; man hat vielmehr 

p~" ^(a?) = - tangW7i:.^"(a:), 

n 

wenn man diejenige Function mit </" bezeichnet, welche fllr ein 

ganzes positives n gleich 0", der Function zweiter Art war, d. i. 

Man wird diese Eigenschaft der Reihe (d) bei der Integration von 
Differentialgleichungen fllr die Produkte von zwei Kugelfunctionen 
verwerthen können (M. vergl. § 4 im Zusatz zu S. 259), ebenso 
(1. 258 — 259) um von den Recursionsformeln für die P auf die für 
die Q zu gelangen. 

Zu S. 40. 

Herr Schering hat schon in seiner Preisschrift vom 4. Juni 
1S58 „Ueber die conforme Abbildung des Ellii)Soids auf der Ebene" 
im Art. VII bemerkt, dass wenn der imaginäre Theil iQ von arccoso; 
eine Gonstante ist, die complexe Zahl x durch die Punkte einer 
Ellipse mit der halben grossen Axe cost'Q und niit der Excentricität 1 
dargestellt wird. 

Zu S. 50. 

Der Eingang des Zusatzes über Eisensteines Satz wird klarer 
durch die bestimmtere Fassung: es solle eine solche „ganze" Zahl x 
cxistiren, dass die Goefficienten von xy durch Vertauschung von x 
mit „xx^ ganze Zahlen werden. 
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Zu S. 57—64. 

1) Eine continuirliche Function f(x) die zwischen zwei Grenzen 
einmal, f&r :r = a, vom Wachsen zum Abnehmen Qbergeht, oder um- 
gekehrt vom Abnehmen zum Wachsen, Usst sich als Summe zweier 
continuirlichen Functionen darstellen, von denen die eine zwischen 
den Grenzen nicht zunimmt, die andere nicht abnimmt. 

In der That kann man f(x) in die Summe zweier continuir- 
lichen Functionen zerlegen 

wo q>(x) und fp(x) durch folgende Festsetzungen bestimmt sind: 

Es ist 

{WTx;La füTx^a 

fp(x) = f(x)-f(a), fl(>(^) = 0, 

tp(x) = f(a\ ttß(x) = f(x). 

Besitzt f(x) p Punkte, in welchen ein Wechsel vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen oder umgekehrt eintritt, so kann 
man daher f(x) in die Summe von p + 1 solcher continnir- 
liehen Functionen zerlegen, die nicht abnehmen oder nicht 
zunehmen. 

2) Eine zwischen den Grenzen x = g nnd x = h endlich blei- 
bende Function F(x), die ttir x = a unstetig ist, lässt sich in die 
Summe einer stetigen Function f(x) und der Function 

[F(a-0)-F(a + 0)]x(a:) 

zerlegen, wo x(^) von x = y bis x = a gleich 1 wird, von x = a 
bis X = A aber Null. Geometrisch wird x(^) von x = y bis x = a 
durch eine der Abscissenaxe parallele Gerade, von a bis h durch 
die Abscissenaxe selbst dargestellt. 
In der That kann man setzen 

/•(x) = F(x) + [F(a + 0)- F(a--0)]x(a:), 

wo offenbar f (x) coutinuirlich ist. 

3) Aus 2) erhült man: Wenn F(x) eine von g bis h endliche 
Function bedeutet, welche für x = a, x = a„ etc. unstetig wird; 
nennt man femer x(^)i XiW? ®*^- Functionen , die von x = g bis 
X = a, resp. bis x==a^^ etc. gleich 1, von x = a, resp. von x = a^, etc. 
bis X = h gleich werden, so ist 

r(x)=F(x)-^[F(a+0)-F(a-0)]x(x)-^[F(a,+0)-F(a,-0)]x,(^)+etc. 
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eine von g bis h stetige Function von x. Man kann also eine ge- 
gebene endliche unstetige Function F(x) zerlegen in die Summe 
einer stetigen Function f(x) und einer endlichen Anzahl von un- 
stetigen Functionen derselben Art, deren y^, d. h. mit dem Index v 
versehene, das Produkt der Gonstanten F(ay— 0)— F(aK-|-0) mal 
Xr («) ißt, wo X ^lö Function bedeutet, welche von x=:g bis x = ay 
gleich 1 ist, dann zu Null springt und von x = ay bis h Null bleibt. 

4) Dies, angewandt auf den Fall wo g = —n, A = /r ist, zeigt, 
wie eine Fourier'sche Reihe, für eine endliche unstetige Function F 
mit einer endlichen Anzahl von Maxima und Minima und von Un- 
stetigkeitspunkten, sich von der Reihe fbr eine stetige Function f(x) 
unterscheidet (wobei man sich des Satzes erinnern mag, welcher 
aussagt, dass eine solche Function f(x) eine zwischen x= —n und 
X = n in gleichem Grade convergente Reihe giebt), und wie sie aus 
einer solchen Reihe entsteht. Dieser Reihe für f(x) hat man näm- 
lich, um F(x) zu gewinnen, eine endliche Zahl von Reihen hinzu 
zu addiren, welche sämmtlich von derselben Art sind, deren v^"" 
nämlich aus dem Produkt der Gonstanten 

F(ay-0)'-F(ay+0) 
mit der Reihe 

besteht. Dies ist nämlich die Reihe, welche von x = —n bis ay 
gleich 1, von da an wird. 

5) Die vorstehenden sehr nahe liegenden Bemerkungen klären 
nicht nur die Beschaffenheit solcher Fourier' sehen Reihen auf, 
welche endliche Functionen (hier und im Folgenden sind nur solche 
mit einer endlichen Anzahl der Maxima und Minima gemeint) dar- 
stellen, sondern erleichtern auch nicht unerheblich die Redaction 
der Ito weise des 1. und vorzugsweise des 2. Satzes auf S. 58, um 
die es sich in dem ganzen Abschnitte von S. 57— 64 handelt Von 
vorn herein sind Bedenken beseitigt, wie sie Herr Schläfli*) 
äusserte, ob die Sätze ihre Gültigkeit in der Umgebung derjenigen 
Punkte behalten, in welchen ein Maximum oder Minimum stattfindet. 

Der 1. Satz besagt, dass die Fourier'sche Reihe für eine end- 
liche Function f(x) zur Summe 

*) Einige Zweifel an der allgemeinen Darstellburkeit durch eine trigono- 
metrische Kcibe. Universität^programni. Kern, 1874. 
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hat; für ar = +71 int es, wie S. ()3 bemerkt wurde, nicht erforderlich, 
den Satz zu modificireu, wenn man, bei Betrachtung dieser Stelleu, 
f(x) aut!i8erlial1) der Grenzen — n und n periodisch so fortsetzt, dass 
tX^+2n) = f(x) wird, so dass f(n+0) mit [(-n+O) uml [(-n—O) 
mit f(n—0) übereinstimmt. Indem man dann das Goordinateusystem^ 
etwa um n, verschiebt, also y (Ht x durch die Gleichung y = x^n 
einführt, fasst man die Function als Function von y auf, und der 
Punkt ftlr den x = +n war, mit den Punkten ip/r+O und +7r— 0, 
tritt jetzt in Bezug auf y als der Punkt mit seiner Umgebung auf, 
bedarf also keiner besonderen Untersuchung. 

In dem Beweise des 1. Satzes, den Ulrich let gegeben hat, und 
ebenso in dem, welcher an der betrciTenden Stelle des Handbuchs 
vorliegt, hat man, nach unserer Bemerkung, unter 1) nicht mehr 
nöthig, in den zu behandelnden Integralen, die zu integrirende Func- 
tion noch in solche Theile zu zerlegen, welche entweder nicht ab- 
nehmen oder nicht zunehmen und den Beweis für je<len einzelnen 
Theil zu ftihren; man zerlegt vielmehr die Function f(x) sofort in 
die Summe solcher Functionen, die zwischen x = —n und x = n 
weder ein Maximum noch ein Minimum besitzen und f&hrt den 
ganzen Beweis nur für diese Functionen. So ist z. B. bei uns auf 
S. 59 und 60 das ttberflllssig geworden, was sich auf solche Zer- 
legung bezieht, und der 3. Satz S. 60 ist nunmehr bereits am 
Scliluss von S. 59 bewiesen. 

Wesentlicher als die erste Bemerkung in diesem Nachtrag zur 
Kürzung im Beweise des 1. Satzes tragen die erste und zweite Be- 
merkung zur Vereinfachung des Beweises f&r den 2. Satz bei, wel- 
cher sich auf die Convergenz in gleichem Grade bezieht Die 
Schwierigkeit, bei der Anzahl der zu unterscheidenden Fälle, den 
Beweis so zu redigiren, dass die Darstellung nicht einen Umfang 
erfordert, welcher wenig mit der Einfachheit der Sache harmonirt, 
hatte mich veranlasst, an einzelnen Stellen, z. B. beim 4. Satz 
S. 62, den Beweis nicht vollständig durchzuführen, sondern die Fort- 
führung dem kundigen Leser zu überlassen. Ich werde hier nun- 
mehr den Beweis des 2. Satzes vervollständigen. 

Im 71. Bde von Borchardt's Journal stellte ich den 2. Satz 
in der Form auf: Die Fourier'sche Reihe für die endliche Function 
f(x) convergirt in gleichem Grade, wenn f(x) von —n bis n con- 
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tinuirlich ist; in allen anderen Fällen ißt sie nur „im allgemeinen'' 
in gleichem Grade convergeut — nämlich selbstverständlich mit 
Ausnahme der Discontinuitätsstellen event. der Stellen x = j n. 
Im Handbuch wählte ich die Einkleidung, welche dasselbe besagt, 
aber für derartige Beweise zuweilen bequemer ist (z. B. wählte ich 
eine ähnliche auch in dem folgenden Zusatz zu S. 67), es lasse sich 
n 80 gross nehmen, dass s—Sn (d. h. die continuirliche Summe der 
unendlichen Reihe weniger der Summe von n Gliedern der Reihe) 
kleiner bleibt, als eine gegebene Grosse, während x die Werthe 
von —TT bis /r durchläuft, selbstverständlich mit Auslassung der 
Umgebungen von Discontinuitätsstellen, die man von vom herein 
in einer beliebigen, dann aber festgehaltenen Entfernung von der 
Ordinate durch zwei Ordinaten abscliliesst. Da s gleich f(x) ist, 
so soll also, wenn man die gegebene Grosse 2yc nennt (nämlich wie 
früher mit y den grossten Werth von f(x) bezeichnet, mit c aber 
eine vorgegebene kleine Grösse), nachgewiesen werden, dass f)lr 
hinlänglich grosse n sei 

f(x)--Sn<2yc. 

Nach der obigen Bemerkung über die Behandlung der Stellen, 
für welche x ^+n ist, genügt es, den Beweis für die Curve mit 
Ausschluss dieser Stollen und ihrer Umgebung zu führen; der Be- 
weis für den ausgeschiedenen Theil, dem man nur noch benach- 
barte Stücken hinzuzufügen hat, wird dann ebenso geführt, als ob 
es sich um die Umgebung des Punktes, für den x =^0 ist, handelte. 

Wir haben, nach 4), den Satz nur in zwei Fällen zu beweisen: 

d) wenn f(x) continuirlich bleibt und nie wächst oder nie ab- 
nimmt. Zur Bequemlichkeit nehmen wir beim Beweise an, f(x) 
sei positiv und nehme nie zu; 

6) wenn f(x) eine Function wie x(^) in 2), also geometrisch eine 
gewisse gebrochene Gerade vorstellt. Wir behandeln zunächst den Fall 

a) Es bleibt f(x) continuirlich (ist positiv und nimmt nicht zu). 
Man beachte, dass der Beweis nicht für ein x in der von vom 
herein ausgeschiedenen Umgebung von x^-+n zu führen ist! 
Nach (2) auf S. 58 ist nSn die Summe der zwei Ausdrücke 

r-'fC. + 2«)?^2« ±1)« /'«'-) - 2«) ?i5(2!i±l> rf„, 



deren jeder, nach S. 63, für w = oo, gleich \nf(x) wird. 
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Ich zeige, dass der erste bei hinlänglich grossem n sich von 
inf(x) am weniger als yc unterscheidet. Von dem zweiten ^It 
dasselbe. 

Man nehme eine Zahl tj so klein, dass f(x-{'2f]) sich von f(x) 
gleichmässig für alle Werthe von x, die in Frage kommen, am 
weniger als 0,1 yc unterscheidet. Dies kann geschehen (and hier- 
auf beruht die Beweiskraft unserer Schlüsse), weil f eine continuir- 
liche Function ist Nach der Gleich. (3) auf S. 61 , die wir hier 

fllr den speciellen Fall v = l anwenden f man setzt jy f&r — j unter- 
scheiden sich die Integrale 



II 



die wir hier mit a. und t« bezeichnen wollen, von einander um 
weniger als 

wo e eine feste Zahl, die nach S. 59 unter 6 liegt, bezeichnet. 
Nehmen wir zunächst n so gross, dass 

€ 

— <c 
rin 

winl, so hat man a„ — t« < 0, 1 yc. War die Grenze \(n—x^ schon 
hinlänglich klein, um unsere Forderung zu crfhUen, so ist die Ein- 
fhhrung von % überflüssig und man setzt a selbst fhr %. 
Man beachte, dass 

Gra, = Ccrtn = \nf{x) 

in Folge des 1. Satzes ist; zu beweisen hat man, dass sei 

\nf{x) — an<.yc. 

Drückt man a durch die obige Ungleichheit in % aus, so zieht man 
hieraus, es genüge auch, wenn die Ungleichheit 

(a)... i/if(aj)-T,<0,9yc 

erftlllt wird. Nach dem zweiten Mittelwerthsatz hat man aber (S. 62) 

wenn $ einen Worth zwischen und 17^ der eventuell auch oder 
37 selbst sein kann, vorstellt. Es ist durch Dirichlet bekannt, und 
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wir wiederholen zum Sehluss das Wesentliche von Dirichlet's 
Beweis, dass das erste Integral fttr i? = oo die Zahl ^n vorstellt, 
ftir ein hinreichend grosses n aber beliebig nahe an ^tt kommt, 
sich von in um weniger als 0,1c unterscheidet. Femer war rj 
so gewählt, dass f(x)—'f(x-\'2TJ) kleiner als 0, 1 yc wird. Daher 
unterscheidet sich die rechte Seite des Ausdrucks ftir t« um weniger 
als 0, 3 yc von \nf{x)^ während nach («) schon der Nachweis 
genügte, dass t« sich um 0,9 yc von \nf{x) unterscheide. Somit 
ist der Beweis im ersten Falle gefUhrt. 

b) Den Beweis der Convergenz in gleichem Grade (ausserhalb 
der Unstetigkeitsstolle) müssen wir noch für eine Function f{x) 
führen, welche von x^= -—n bis a gleich 1, von a bis n gleich 
ist. Für eine solche reducirt sich das Integral ns^ (offenbar), je 
nachdem a? < a oder x>a ist, auf den ersten oder zweiten Ausdruck 

/•if'«-'')sin(2w + l)cf . , /•*('« ^^^)sin(t>/i + J)a ^ 
J sma J «ma 

i.>a) y""^'>8inX2«+l)«rf„_y«'-''>«in(2«+l)« ^^ 
J sina */ sina 

Jedes einzelne von den vier Integralen kann man aber (s. u.), wenn 
n gross genug genommen wird, glcichmässig für dasselbe n und 
alle Xy die in Frage kommen, also mit Ausschluss der vorher ab- 
gegrenzten Umgebung von Punkten, für die a? = a oder -\ n ist, 
beliebig nahe an \n bringen; daher kommt der ei*ste Ausdruck, 
glcichmässig von x = — ti bis a? = a, beliebig nahe au ti, der zweite 
für dasselbe n von o; = a bis o; = ti:^ beliebig nahe an 0, wie zu 
zeigen war. 

Es bleibt noch übrig, nachzuweisen, dass alle diese Integrale, 
deren obere Grenze für kein x unter eine feste Grösse 17 herab- 
sinkt, die durch das Stück bestimmt wird, welches man auf beiden 
Seiten des Punktos der Discontinuität und bei a? = +7r abge- 
schnitten hat, beliebig nahe an ^tt kommen, wenn man n den- 
selben Werth ertheilt: Ein jedes von den vier Integralen unter- 
scheidet sich von dem Integral bis -q um ein beliebig kleines Stück. 
Setzt man nämlich 

^in_(2n-j- 1) a __ sin (2n -}- 1) a a _ 
sina ~~ sina sina 

und in Formel (3) auf S. Ol 
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<p(a)= —. , »= 1, 

^ sina 

HO zeigt Rieh, (laRs das Integral mit der groBsereo Grenze sieb von 



' 8in(2« ± l)o ^ 



f 

J 8ina 





höchstens um 



nri 

unterscheidet, wo y der grösste Werth von aisina zwischen und 
\ny also \n ist, daher bei hinreichend grossem w, welchen Werth 
man auch x ertheilt, dem Integrale zwischen und 17 beliebig 
nahe kTommL 

Dass das Integral nahe \n ist, zeigt man, indem man 2ii4-l 
mit k bezeichnet, und das Integral von bis 17 in eine Reihe von 
Integralen 

zerlegt, wo die positive Grösse ^^ gleich 



±/ 



vn 

^ sin&a 



da 



n sma 



gesetzt wird, während ^^ als obere Grenze 17 hat. Dann ist ofrenl)ar 

2 _1 ^ ^1 l 

k' . vn ^^'^ k' . (v-l)n ' 



sin — r- sm 



k k 

also Qy <pK_i, und wenn 2m +1 unter fi liegt, 

tf^mka , , 



J sma 





Durch die Betrachtung, dass das Integral 

**'' sin Ära 



J sma 





da 



gleich ^TT ist, und dass dasselbe, dass also \n eine unendliclL 
Reihe p, — ^, + p,— etc. giebt, erhält man 

\n> Qi^Qi Qim, 
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Offenbar wird ^2m-M, wenn m auch nur eiue hiuläiiglich grosse Zahl 
bedeutet, die endlich bleibt und nicht mit n zugleich in's Unendliche 
wächst, beliebig klein, wenn n hinlänglich gross ist (fttr n = oo 

wäre ^sm+i gleich 1 : mn); die Summen q^ g^m und Q^ \-Q2,n-^i 

können sich von in noch nicht um Q2m-^i unterscheiden, also wird 
das Integral von bis tj sich von ^n noch nicht um die Grösse 
Q2nH-i entfernen, die man durch gehörige Wahl des k oder n beliebig 
klein machen kann. 

Da die Grenze, der sich ^, fttr w = cc nähert, zuweilen in 
Frage kommt, so bemerke ich schliesslich, dass 
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gleich dem Produkte eines Mittelwerths von . ■ zwischen den 

sma 

7t 

Grenzen a = und a = -r- mal 

k 

^ 

wird. Der erstere wird fttr n = oo gleich 1 , also q^ fttr w = cx> 
gleich 

miß 






ß 
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Zur 2. Anmerkung auf S. 67. 

Dort wurde der Satz bewiesen: „Eine Reihe, die nach Po- 
tenzen der Veränderlichen x geordnet ist, convergirt sicher von 
jj = bis zu der Grenze der Convergenz, die Umgebung der 
Grenze ausgeschlossen, in gleichem Grade. "^ Diese Fassung 
hat mehrfach zu der Deutung veranlasst, dass die Reihe entweder 
nicht mehr bis in die Grenze in gleichem Grade convergire oder 
dass wenigstens der Nachweis für diese Art der Convergenz sich 
nicht ftthren lasse, während ich die oben hervorgehobenen Worte 
nur deshalb hinzufügte und dem Satze durch ihre Fortlassung nicht 
die ganze Allgemeinheit gab, weil der Beweis für den vollständigen 

n«iae, AnwenduoK«n der Kugelfanctionen. 2. Aufl. 23 
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Satz einen grimeren Apparat erfordert, den ich bei der nebenaäeb- 
lieben Untereaebang Ober die Convergenz einer Potenzreibe zu rer- 
meiden w&nsebte. leb bewies deshalb den Satz nur in der AU- 
gemeinbeit, in welcber er im Handbacbe angewandt werden sollte. 
Da sieb dem Gegenstande aber das Interesse Einiger zugewandt 
bat, so gebe ieb den Satz naebträglicb in seiner Vollständigkeit. 

Lebrsatz. Eine f&r x = a convergirende Potenzreihe eon- 
rergirt Ton x = nicht nur bis an, sondern noch bis in :r = a in 
gleichem Grade. 

Man hat nicht aosdrficklicb die Annahme hinzoznftlgen, dass 
die Reibe bis x = a eonvergiren solle, da diese Convergenz ans 
der fQr x = a von selbst folgt Ist nämlich die vorliegende Reihe 

so muss a«tf* fSr ein unendliches n Null werden, also ftir jedes n 
unter einer endlichen Grösse g bleiben, die, wenn n gross genug 
genommen wird, beliebig klein genommen werden kann. Setzt man 

HO wird daher 

....,-...<,[(i)V(ir+...+(-:-n. 

und demnach, so lange x<:a bleibt, 

Cf ^ X \* 

a — X ^ (X '^ 

also mit wachsendem n für jedes v beliebig klein. Folglich (M. 
vergl. S. 64, I Definition) convergirt die Reibe S, sobald x^a. 

Bei dem (nun folgenden) Beweise des Satzes, den ich durch 
eine Bemerkung von Herrn Cantor noch kürzen konnte, nehmen 
wir, ohne dadurch die Allgemeinheit zu beschränken, an, es sei 
a = l. 

Beweis des Lehrsatzes: 

* 

Angenommen wurde, dass die Reihe der a convergire; wir 
setzen 

s = a^ + a^-f a,+.... 

Wenn jetzt von S und Sn gehandelt wird, so sind hierunter die 
oben so bezeichneten Reihen unter der ausdrOcklichen Voraus- 
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setzuug yerstauden, dass mau für x eiueu von 1 vorscliiedeneu 
Werth, der also kleiner als 1 zu nehmen ist, setzt 
Ifan hat 



• • • 



also die Gleichung 

Hieraus folgt, da man fttr x irgend einen bestimmten Wertb gesetzt 
hat, der kleiner als 1 ist, 

S = (1—x)(Sq-\'$^x-\-s^x^-] — in inf.), 

Da die Reihe der a convergirt, so werden die aufeinanderfolgenden 
Grössen Sn mit wachsendem n sich immer mehr nähern und unter 
einer festen Grösse bleiben; es wird also ein Mittel werth Mn zwi- 
schen der oberen und unteren Grenze der Zahlen 

existiren von der Beschaffenheit, dass man hat 

= MnX\ 

Daher ist 

also gewiss kleiner als Mn—Sn. 

Unser Satz fordert den Beweis der folgenden Behauptung: 
Wie klein auch die Grösse e gegeben sei, man kann n so gross 
nehmen, dass fär jedes x von bis 1 incl. 

kleiner wird als e, und fttr noch grössere n auch < e bleibt. 

Die obige Differenz stimmt fttr «=1 mit s — Sn, und wenn 
x< 1 ist, mit S—Sn überein. Da die Reihe der a convergirt, so 
wird erstens von einem hinlänglich grossen n an, s — 9n kleiner 
als €, zweitens Sn+y—Sn fttr jedes positive v, also auch Mn—^m 
kleiner als b. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Wir ziehen aber hieraus einen Satz von Abel, der mehrfach 
im Handbuche erwähnt wird. Weil die unendliche Reihe mit jeder 
beliebigen Näherung b durch eine ganze Function von einem Grade 

23* 
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n (der dorch £ bestimmt wird) 

dargestellt wird, 80 ist die unendliche Reihe eine continairliche 
Function von x, oder, >vie man gewöhnlieh sagt, die Grenze, wel- 
cher sich die Function 

fllr a? = 1 nähert, ist flo+^i + ^iH — ? wenn die Reihe der a con- 
vergirt. 

Einen einfachen Beweis dieses Aberschen Satzes, welchen 
Abel im I.Bande des Crelle'schen Journals*) aufstellt und be- 
weist, hat Dirichlet gegeben**). Bei dem Beweise unseres Lehr- 
satzes habe ich mich einer Transformation bedient, die bei Di- 
richlet vorkommt. 



Zu S. 85. 

Wir fbhren das weiter aus, was dort am Schlüsse des § 18 
angedeutet wurde: 

Wenn k eine beliebige gebrochene positive Zahl bedeutet, so 
lässt sich X* nicht mehr allgemein für jedes x in eine Reihe von 
Kugelfunctionen entwickeln, wohl aber noch dann, wenn x (positiv 
ist und) zwischen und 1 liegt. Dass dies wirklich geschehen 
kann, erkennt man aus dem allgemeinen Satze über die Entwicke- 
lung von Functionen zweier Veränderlichen nach Kugelfunctionen, 
wenn man ihn auf den Fall anwendet, dass die Functionen von 
einer der beiden Veränderlichen, der Länge xp, unabhängig werden. 

Die Entwickelung ist aber keine bestimmte, sondern hängt von 
dem Werthe ab, den die Reihe für negative Werthe von x an- 



*) Untersuchungen aber die Reihe \-\ *H ^— — — x»+etc. S.311— 339. 

1 1. ■« 

**) Demonstration d'un tfa^rcme d'Abel: Note de M. Lejenne-Dirichlet. 

Communiqu^e par M. Liouville. Liouville, J. de Math. Denxieme Serie. T. VII. 

1862. S. 253^255. Lioaville leitet seine Mittheilung mit den Worten ein: 

... Cansant nn jour avec mon cxcellent et si regrettable ami Lejenne-Dirichlet, 

je Ini disais qne je trouvais assez diflicile ä exposer (et mdme comprendre) la d^mon- 

9tration qu*Abel a donnde de ce thdor^me important. Dirichlet se mit sur-le- 

champ k öcrire sous mes yeux, dans le seul bat de me venir en aide, la Note ci- 

aprcä. qui m*a €t6 d'un grand secoars et qu*on mc sanra gr4 de livrer aa public . . . 
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nelimeu soll. Schreibt man z. B. vor, dass die Reihe fllr negative 
X dasselbe wie fllr positive darstellen soll, nämlich die k^"" Potenz 
des Zahlen werths von x^ so stellt die erste von den vorstehenden 
Reihen, wenn mau in ihr 2/i durch k ersetzt, fllr positive x noch 
immer die Potenz dar, und man hat 

während, wenn die Reihe für negative x den negativen Zahlwerth 
von ü^ geben soll, die zweite Reihe diese Potenz fllr positive x 
darstellt, man also hat 

._ 3 (Ä-1) (/^-l)(*-3) .,,, 

^ - Ä+2"^ +V+2)TÄT4r + "(Ä+2XH4XÄ-Fr))^ '^••** 

Soll endlich die Reihe sich f&r negative x in Null verwandeln, so 
wird ^ f&r positive o; durch das arithmetische Mittel aus den 
beiden Reihen dargestellt. 



Zu 8.97-125. 

Die Verallgemeinerung der Gaussischen hypergeometrischen 
Reihe durch einen Buchstaben 9, über welche in dem Zusätze zum 
2. Kapitel gehandelt wurde, hat Herrn Appell in Dijon zu einer 
Reihe interessanter Untersuchungen veranlasst, die er in den 
Comptes Rendus de TAcadfimie des Sciences, Tome LXXXIX, 
S. 841 und 1031 mittheilt. In diesem Nachtrage will ich auf die- 
selben nur hinweisen, und einige von den weiteren Resultaten er- 
wähnen, die Herr Appell in den Comptes Rendus aus dem Jahre 
1880, nämlich im XC. Bande S. 296,. 731, 977 und im folgenden 
Baude am 16. August gewonnen hat. 

Euler und Pfaff haben sich schon mit hypergeometrischen 
Reihen höherer Ordnung beschäftigt, d. h. mit solchen, welche statt 
der beiden Elemente a und /9 im Zähler und dem einen y im Nenner, 
welche bei der Reihe von Gauss vorkommen, noch eine grössere An- 
zahl von Elementen im Zähler und Nenner enthalten, die dort ebenso 
auftreten wie a, /?, resp. y, so dass sich durch Vertauschung der 
Elemente im Zähler und ebenso der im Nenner befindlichen die 
Reihe nicht ändert. Diese Reihen dienen zur Integration von 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnungen, in derselben 
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Art, wie die Gaussisehen zur Integ^tion derer zweiter Ordnang, 
and nehmen also einen beetimmten Platz in der Analysis ein.*) 
Sie zeichnen sieh femer dnreh manche interessante Eigenschaft ans; 
z. B. sind die zwei Arbeiten von Clausen im in. Bde des Grelle*- 
sehen Jonmals zn erwähnen. In der ersten zeigt der Verfasser, 
dass die hypergeometrische Reihe F(tt,ß,y,x) ein Quadrat besitzt, 
welches eine hypergeometrische Reihe der nächst höheren Ordnung 
ist, wenn die Bedingung erfUlt wird 

Die drei Elemente im Zähler so wie die zwei im Nenner der 
höheren Reihe sind dann 

2a, 2ß, a + /?; y, 2y-l. 

In der zweiten Abhandlung findet er als Bedingungen, unter wel- 
chen das Produkt 

*•(«, A r, x).F(a\ ß', /, x) 

eine hypergeometrische Reihe der nächst höheren Ordnung giebt, 
ausser den im vorigen speciellen Falle angeführten, die neuen 

y = «+/?+*, 

Die Elemente der Reihe, welche gleich dem Produkte ist, sind femer 

h i + «-A i-^+ß; r, 2-y. 
M. vergl. hierfiber noch den unten folgenden Nachtrag zu S. 259. 
Ein Beispiel hierfür geben die Eugelfunctionen; mit Hülfe 
von I. 218 findet man hieraus neue Formeln. Wenn man setzt 
^' = a;'— 1, und mit F eine hypergeometrische Reihe (der zweiten 
Ordnung) mit drei Elementen im Zähler und zweien im Nenner 
bezeichnet, so entsteht nämlich 

[K(x)Y = ^2«F(-«-^ -n + v, -n; i-«, -2«; -^"0, 
[On(x)Y = Q-'^^'F^n+l-v, n + v+h n+V, «+|, 2n+2; -q"), 
K(x)Q:Qt) = F(i, \^v, i + v; « + f, h-n; -q-^). 

Neues Licht verbreitete dieser Uebergang zu höheren Ord- 
nungen nicht. 

*) M. vergl. Thomae, lieber die höheren hypergeometrischen Reihen, ins- 
befiondere über die Reihe 1 + -~^*-^a:+ etc. Math. Annalcn, Bd. 11. 
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Dagegen veranlasste mich der Umstand, dass die ©Functionen 
als specielle Fälle in den durch q verallgemeinerten Reihen ent- 
halten sind, dass aher die @ der höheren Ordnungen mehrere 
Veränderliche enthalten, eine solche Verallgemeinerung der Gaussi- 
sehen Reihe zu der nächst höheren Ordnung aufzusuchen, welche 
zugleich zwei Veränderliche enthält, ohne doch die wesentlicheu 
Eigenschaften der ursprünglichen Reihe zu verlieren. Eine solche 
Erweiterung hat aber Herr Appell gefunden, und an den erwähnten 
Stellen berichtet er über seine Resultate, deren Bedeutung der nach- 
folgende kurze Auszug zeigen wird. 

Bezeichnet man mit ihm 

Ä(Ä-fl)...(A + k-l) 
mit (l, *), und setzt (Ä, 0) ^ 1, so sind vier Functionen einzuführen 

F, Ca, ß, &\ y, X, y) = 5 V — ^ n/i \f^ i ^ Jt^ 
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wenn die Summen von m und it gleich bis oo genonmien werden. 
Jede dieser Functionen genügt einer partiellen Differential- 
gleichung nach X und y; setzt man z. B. 

dF, _ dF, _ d'F, _ d'F, __ d^F, _ 

dx "" ''^ öy ~" *' öa?'" •" ''^ öxöy "" *' öy"" " '^ 

so werden die Gleichungen für F^ 

(l^x)xr + (l^x)ys + \y^(a + ß'{l)x]p--ßyq -aßF, =0, 
a-y)yt+a-y)xs + [y^(a + ß' + l)y]q^ß'xp-aß'F,=0. 

Aehnliche findet man für F,, F, und F^. Addirt man die für F, 
bestehenden, indem man dieselben Buchstaben p, q, etc. für die 
partiellen Differentialquotienten von F, setzt, so findet man, wenn 
man ß-\-ß'= d macht, 

(l^x)xr + (l--y)yt-2xys + [y--(a + d+l)x]p 

+ [/-(« + <J + l)y]«~«(JF, =0. 
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Eis mag 3 ein Integral dieser Gleichung sein, 5. ein solches, 
welches derselben nach Yertauschung von a und d mit a — l und 
d-j-l genügt. Sind dann z und s^ Polynome und sind /, y\ 
l + a-i-d — y— / positiv, l und d—a-\-l nicht Null, so wird 



fß 



wenn das Integral Qber den Flächeninhalt eines Dreiecks ausge- 
dehnt wird, welches durch Gerade mit den Gleichungen 

x = 0, y = 0, x-fy-l=0 
gebildet ist 

Macht man 

so ist diese Function eine ganze Function 

l'ia.« = (y, »•)(/, ii)F2(— m — », m + y, » + /, y, /, a;, y), 

und wenn man setzt 

[m, n, fi, v] = //^"^»^~^ ''^'-« V^.rdxdy, 

wo die Integration wie oben zu verstehen ist, so findet man 
[m, w, |M, y] = 0, wenn m + n und ju-fy verschieden sind, aber 

r(2m + 2n + y + y+\) 
wenn m -f » = fi + k 

Setzt man endlich 

a>0, a'>0, y — a — a'>0, 
so kann man F, durch folgendes Doppelintegral ausdrücken 

f(u, r)(l— iijr)-'''(l— ry)-^'cMCt 

= yy ^,(«. ö . ß> ß^ y. -«^^ y); 

die Integration ist über den Baum auszuführen, wo fi>0, r>0, 
1 — II — OO. Aehnliche Formeln stellt Herr Appell auch fllr F. 
auf, giebt femer Formeln zur Transformation von Fj in F,, von F, 
in F.^ und andere merk>vürdige Beziehungen zwischen solchen all- 
gemeineren hypergeometrischen Beihen. Eine grössere Abhandlung 
über diesen Gegenstand wird er, wie er mir niittheilt, im Journal 
f. reine und ansewandte Mathematik veröftentliehen. 



fß 
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Zu S. 101. 

Nach dem ersten Absätze schalte man ein: 
Ist aber a.^ nicht Null, so setze man y = zx'*, und nehme ftir 
II eine Wurzel der Gleichung 

a^, «*+ a, « + Gg = 0. 

Dann genügt & einer Differentialgleichung von derselben Form wie 
y, in welcher aber der a^ entsprechende Faktor Null ist. Es wird 
also y, wenn es nicht selbst gleich einer hypergeometrischen Reihe 
ist, sich durch ein oder zwei Aggregate ausdrücken lassen, deren 
jedes durch das Produkt einer solchen Reihe und einer Potenz von 
X gebildet wird. 



Zu S. 155 und 201. 

Die Formel (f) ist nicht zuerst von Jacobi, sondern schon 
von Rodrigues angegeben. M. vergl. S. 20. 



Zu S. 183. 



1) An dieser Stelle habe ich den Satz aufgestellt und bewiesen, 
dass F(*»)(cosy) mit wachsendem n nicht nur dann zu Null convergirt, 
wenn y eine feste reelle Zahl ist, sondern auch dann, wenn y von 
der Form ist O.n-", wo eine feste Grösse, a eine positive Zahl 
unter ^ ist, während P zu J(0) convergirt, wenn a = 1 gesetzt wird. 
Herr Bruns hat neuerdings diesen Satz noch verallgemeinert*), 



*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 90, S. 322 328. Herr Diui hatte 
den Theil ded Beweisen für den Satz über die Entwickelung einer Function von 
zwei Veränderlichen, welcher durch Dirichlet nicht ganz erledigt war, auf die 
Untersuchung der Grenze eines anderen Integrales als Dirichlet, nämlich von 



/ 



FW j; d. 





für n = oc zurückgeführt. Trotz des zu Grunde liegenden glücklichen Gedankens 
gelang es ihm jedoch nicht, die Untersuchung zum völligen Abschluss zu bringen, indem 
er seine eigene fernere Beweisführung auf einem Satz über den Wcrth der Kugel- 

function P^(coay) für n = oc aufbaute, den er entlehnt hatte, der aber zu Bedenken 
Anlass gab. M. vergl. hierüber I. 171 und 178—179. Nachdem ich den Satz von 
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indem er nachwies, dass P^")(co8y) für « = oc Null wird, sobald y 
so beschaffen ist, dass y <in und ny unendlich wird. Für diesen 
Satz gebe ich unter 2) einen Beweis, der sich den Entwickelungen 
des Bandbuchs anschliesst. 

Stellt man den Satz mit ganz bekannten Eigenschaften der V 
zusammen , so kennt man daher den Grenzwerth f&r n r= oo von 
P(")(cosy) fftr jedes reelle y. Derselbe ist nämlich, wenn y zwischen 
und ^n liegt, gleich 

0, J(Ö), 1, 

je nachdem ny resp. unendlich wird, oder gleich einem endlichen 

festen von verschiedenen Werthe ö, oder gleich Q. 

2) Es soll y für » = oc verschwinden und ny unendlich werden ; 

man kann also setzen 

Oh 

wo h mit n unendlich wird, aber so, dass der Bruch — , den wir 
abgekürzt durch 2« bezeichnen, als Grenze giebt. Man hat (7, V) 

7rP(">(co8y) = / — -.__A_-_3:J<^ ^ - , 

•^ ysin^^iy— sin'-^-J^qp 

und hieraus, wenn man statt 9 eine Veränderliche 1/; durch die 
Gleichung n^ = h^ einfährt, 

-7 ^-;--'— - F"-r co8(# + v/«;(i«^. 

Man multiplicirt unter dem Integrale im Zähler und Nenner mit 
y^O'^—ip^, Der Ausdruck unter dem Integrale auf der Rechten ist 
gleich dem Produkte aus 
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sinfiö V-* /sin£^ Y 



S. 183 aufgefunden hatte, konnte ich den Beweis des Herrn Dini von einer ge- 
wiäficn Stelle an aufnehmen und zum Schluss bringen, wobei der Mittelwcrthsatz des 
Herrn du Bois-Keymond eine wesentliche KoUe spielte. M. vcrgl. I. 435 — 437. 
Diese Bemerkungen stelle ich hier zusammen, um die Einleitung der Arbeit des 
Herrn Bruns zu ergänzen, aus deren Wortlaut der Sachverhalt sich wohl nicht 
leicht entnehmen lässt. Der gegenwärtige Beweis des viel umworbenen Satzes von 
Laplace, unter den Beschränkungen, welche ich der zu entwickelnden Function 
auferlegte, hat, so viel ich weiss, nicht zu Bedenken Anlass gegeben. 
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— und dieser Faktor wird mit wachsendem n unendlich nahe 
gleich 1 — und aus der Function 

Daher wird ^rrP^*>(cosy) unendlich nahe gleich 

r co8(V; M^0 ^ . 

durch die Substitution yj = O—tj geht dies Integral m 

über, und wird nach dem 4. Satz auf S. 62, da h, folglich A-)-€ 
mit wachsendem n in's Unendliche wächst, zu Null, und zwar zu 
derselben Ordnung wie h-K 

3) Die am Schluss von 1) angegebenen weiteren Eigenschaften 
von P kann man gleichfalls aus (a) in 2) ableiten. Es wird erstens 
ny auch noch unendlich, und zwar ohne dass y, wie es in 2) ge- 
schah, Null wird, wenn h = n ist, zweitens ny endlich und nicht 
Null, wenn A = 1, drittens ny endlich und Null, wenn A=:0 für 
n = oo genommen wird. Im ersten Falle folgt aus (a) 

7rr(cosy) = / ^ J^^f =^; 

also wird P Null von derselben Ordnung wie »~*; im zweiten 
Falle geht P^Ccosy), nach (a), für « = oo in 

'^ cosipdifj 

über, und dieser Ausdruck stimmt mit J(0) ttberein (S. 184). Im 
dritten Falle endlich, wenn h für ein unendliches n sich in Null 
verwandelt, hat man aus (a) für n = oo 

Hierdurch ist zugleich der Beweis des Httlfssatzes für den § 117 
vereinfacht. 



1. /' 
nJ 
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Zu S. 22L 



Herr Herrn ite hat im Eingänge seiner Abhandlungen, welche 
in den Comptes rendus unter dem Titel Sur quelques applications 
des Fouctions ellipti(iuc8 erschienen sind, bemerkt, dass wenn F(x) 
eine Lösung der Lamö'schen Differentialgleichung 

ist, in welcher n eine ganze positive Zahl vorstellt, das allgemeine 
lutegral sei 

y = CF(x) + CF(-x). 

Die Function F(x) ist, weun n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
eine solche welche (I. 398) die Gleichungen 

F(x + 2K) = fAF(x), F(x + 2t JSr') = ^'F(x) 

erflillt, wenn /u und ^' Gonstante bezeichnen. Während man im 
allgemeinen zwei Lösungen von ähnlicher Form F(x) und F(—x) 
besitzt, die nicht periodisch sind, nehmen die Lösungen in dem 
Grenzfalle, der gerade der Gegenstand unserer Untersuchungen über 
die Lamö'schen Functionen war, eine verschiedene Gestalt an; man 
weiss, dass die eine Lösung eine ganze Function von sna;^ cnx 
und Aax wird, während die zweite noch elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Die Untersuchungen, welche die 
allgemeine Lame'sche Gleichung betreffen, hat Herr Her mite in 
einer besonderen Arbeit*) auf den speciellen Fall tibertragen, in 
welchem Lamö's Differentialgleichung in die der Kugelfunctionen 
tibergeht. Diejenigen Resultate, welche mit den Entwickelungen 
auf S. 221 in Verbindung stehen, sollen hier mitgetheilt werden. 

Aus S. 221 folgt, dass die Differentialgleichung für die Kugel- 
functionen 

(36) ... l-[a-.^^'l]^.[„Cn+l)-^]y = 
ein Integral besitzt 

'^■'« = -i.s.Sit):«r(l;4)'X-.. "+>. '+'. '^- 

*) Sur riutcgrAtion de rdqiiation diffcreutiellc de Lam^, Borchardt's 
Journal Bd. 80, S. 0—18. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist nicht nur dann eine Lösung, 
wenn, ausser n, auch v eine positive ganze Zahl wird, vielmehr 
auch dann noch, wenn man für v eine beliebige Zahl ausser —1 
nimmt, also fftr v die nicht negative Wurzel aus v^. 

Wenn man x in der Gleichung (36) mit —x vertauscht, so 
bleibt die Gleichung ungeändert and es ist daher 

* - 1.3.,.(2ri-.l)/lA^3r>' '^<^"""' ^ + ^' " + ^' -2->' 

gleichfalls eine Lösung von (36). Vorausgesetzt, dass P und Ä ver- 
schiedene Lösungen sind, ist also das allgemeine Integral von (36) 

y = C/tk^)+C'Ä. 

Dies ist eine algebraische Function von x von sehr einfacher Ge- 
stalt, da die hypergeometrischen Reihen, die in P und R vorkommen, 
ganze Functionen von x sind. 

So lange + v nicht eine von den Zahlen 0, 1, 2, . . . n, ttbrigens 
aber eine beliebige Zahl bedeutet, sind die Integrale ¥ und R in 
der That verschieden, ist aber v eine von diesen Zahlen, so sind 
die Lösungen gleich. Durch eine Gombination von P und ß, welche 
man häufig in dem Falle des Gleichwerdens zweier Lösungen an- 
wendet, findet man dennoch in diesem Falle eine zweite Lösung, 
welche dann unsere Lösung Ql{x) giebt. 

Dass P und R fttr ein ganzes positives n dieselben Lösungen 
geben, wenn v eine von den Zahlen 0, 1, 2, etc., n bedeutet, wurde 
bereits im V. Kapitel S. 238 gezeigt. Wir beweisen, dass die Lö- 
sungen verschieden bleiben, wenn v eine andere Zahl vorstellt 

Wären sie nämlich gleich, so wäre das Produkt von {x-\-\y 
in eine für rr = 1 nicht verschwindende Function, nämlich in 

Fi-n, „ + l. ,+1, 1) = _-^_^^zl2-^, 

gleich dem Produkt von {x—\y mit einer endlichen Function, was 
unmöglich ist, da das letzte Produkt fttr or = 1 Null wird. 

Drückt man f'(-ii,n+l, y+1, ^^^) nach L 158, (24) durch 

einen y^° Differentialquotienten aus, so erhält man das vollständige 
Integral im allgemeinen, d. i., wenn nicht i^ = 0, 1, 2, ..., n ist, als 
algebraische Function in der Form 
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l + arV»- d" 



[(l-x)"+''(l + a:)— "] 



c(±±^y — 

VI-«/ daf 

Um von dem allgemeinen Falle auf den speciellen eines posi- 
tiven ganzen v, welches <:it-4-l ist, zu kommen, geht man davon 
aus, dass ausser dem ersten Integral K(^) auch die Verbindung der 
beiden Lösungen 

(6)... P?^ + (-l)»+^Ä 

eine Lösung ist; während die erstere aber für ein ganzzahliges v 
die Eugelfunction erster Art in ihrer gewöhnlichen Gestalt ist, wird 
der vorstehende Ausdruck 0, so dass seine Variation nach v ftir 
V = 0, 1, 2, . • ., w, die zweite, 0?^ entsprechende Lösung giebt. Man 
bilde die Variation von 

(i;J)'>( „, ..1, ,.., !z').H)..,(fi|)'V(-», ,.,, ^,, '--). 

Variirt man zunächst die Factoren 
so tritt vor dieselben der Factor 



±ilog 



x+1 

Berücksichtigt man, dass der erste und zweite Summand für die in 
Rede stehenden Werthe von v gleich und entgegengesetzt werden, 
so giebt also die Variation von (6), im vorliegenden besonderen 
Falle, die zweite Lösung in der Form 

wo die ganze Function von x, die hier mit der Bezeichnung (P ein- 
geführt wird, ein Di£ferentialquotient nach v ist, nämlich 

"('■ -) = TsSl^^r i[<- - "+'. '+>. -X-)]- 

Man vergleiche diese Form für die zweite Lösung mit den früher 
gefundenen Formen von Ql, ftir den Fall y = mit (20, c) auf 
S. 141 , ftir grössere Werthe von v mit den Gleichungen § 54 auf 
S. 230. Mit Hülfe der von Gauss eingeftihrten Functionen 'F lässt 
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sich übrigens O als endliche Reihe leicht angeben. Es ist nämlich 
<Z>(y, x), wenn man von dem numerischen Faktor absieht, der dem 
Diffcrentialquotienten vorausgeht, gleich 

[^•^W-^"ä^^('-lXl-)^fi:|^-§)n-2Xl-.)'-etc.]. 

Schliesslich bemerke ich, dass die Reihen für die beiden Lö- 
sungen der Differentialgleichung (36) durch Umkehrung, d. i. statt 
nach aufsteigenden nach absteigenden Potenzen von \ — x geordnet, 
geben 

die beiden Lösungen sind selbstverständlich, da sie mit den früheren 
übereinstimmen, nur dann yerschieden, wenn v nicht eine von den 
Zahlen 0, 1, 2, ..., n bedeutet. 

Der Fall, dass n nicht mehr gleich einer ganzen Zahl gesetzt 
wird, giebt zu ähnlichen Untersuchungen Anlass. Er wurde bereits 
bei der Theorie der Eegelfunctionen im § 64 des zweiten Bandes, 
soweit es dort erforderlich war, behandelt 



Zu S. 248. 

Den dort entwickelten Formeln fllge ich noch die folgenden 
hinzu: 

Wenn q eine positive Zahl bezeichnet, so ist für ein unend- 
liches q 



Kr{p + qi) = {-iyer^-^i~ 



Zu S. 258—259. 

Die Gleichung (48) kommt schon in den LeQons sur les fonc- 
tions inverses etc. von Lama (Paris 1857) vor, im § 170, Gleich. (28). 
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dP, 



Man füge feruer zu der Recursionsformel für 2|/aj^— 1 --.— auf 

ax 

S. 259 (es ißt dort der Faktor 2 ausgelassen) noch die entsprechende 

hinzu: 

dp. 



2»^^'-"'-^ = -(w + »'+l)(?.-4-l-(«-»' + l)(?.-l. 



Zum 4 Kapitel des I. Theiles. 

Die Kugelf unctionen P und Q und ihre Di£ferentialquotienten 
sind hypergeometrische Reihen und genügen als solche der be- 
kannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dem 
Zusätze zu S. 97— -125 war bereits gezeigt, dass Clausen's Unter- 
suchungen über die Fälle, in welchen das Produkt zweier Gauss'- 
sehen hypergeometrischen Reihen eine Reihe der nächst höheren 
(zweiten) Ordnung giebt, uns für die Quadrate der Kugelfunctionen 
Py und Qly und ebenso für das Produkt dieser Functionen Py.Ql, 
eine hypergeometrische Reihe zweiter Ordnung verschaffen. Herr 
F. Neumann (Königsberg) hat in seinen Beiträgen zur Theorie der 
Kugelfunctionen *) gezeigt, dass das Produkt zweier Kugelfunctionen 
mit verschiedenen Indices und gleichem Argument x, 

p{m)p{n)^ Q{m)Q{n)^ p(m)Q(n)^ 

einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung genügt, welche 
auf die dritte Ordnung hinabsinkt, wenn die Indices m und n ein- 
ander gleich werden. Dasselbe zeigt Herr F. Neumann von den 
Zugeordneten ?(**> und Q^. Femer entwickelt er die erwähnten Pro- 
dukte in Reihen von Kugelfunctionen. Endlich erweitert er die 
Resultate indem er Produkte aus einer grösseren Anzahl von Kugel- 
functionen bildet. Um das Handbuch zu vervollständigen, theile ich 
den Gang der Untersuchung und einige Resultate mit, die sich in 
der 2. Abtheilung S. 81 — 156 bei Herrn Neumann finden. 

§ 1. Zunächst stellen wir die erwähnten linearen Differential- 
gleichungen 4. resp. 3. Ordnung auf. 

Man setze 

\—x^ = f, m(m+l) = M, n(n+l) = JV. 

*) Erste und zweite Abtheilung. Leipzig 1878. S. 1—156, 4". 
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Dann sind die Gleichungen für P^ und P" 

Da aber durch Differentürong ron Y nach » sich orgiebt 

80 erhält man durch eine fernere Differentiation 

Andererseits hat man, wenn man 
nach X differentiirt, 



dx ' dx dx 

und durch nochmalige Differentiation 

(b) ... ^'^y^ = 2ifivy-(*f + jvyz. 



:.K-(^S)]+<''+«)i[^^4^+''-f]+(«-«5'>'=«- 



Aus (d) und (6) eliminirt man Z und findet 

d 
dx' 

Setzt man statt f, Y, etc. ihre Werthe ein, so erhält man für das 
Produkt 

die Differentialgleichung vierter Ordnung 

Derselben Differentialgleichung würden offenbar die Produkte 
F'\r oder (?'"(?" genügen. 

Diese Differentialgleichung vierter Ordnung verwandelt sich, 
wenn m = n gesetzt wird, indem man nach x integrirt, in die fol- 

Heiuc, Anwendungen der Kugel fuuctionen. 2. Aufl. 24 
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gende dritter Ordnung: 
dx 



b-^')i((i-^'>-dT)]+^'"('"+i)b-^')4^-'^^=^- 



Die rechte Seite ist nämlich und nicht eine andere Constante; 

man zeigt dies sofort für den Fall Y = P"*/^, indem man, zur Be- 
stimmung der Constanten, x = 1 setzt und bemerkt, dass dann 
P"*=l, und dass, wegen der Differentialgleichung welcher die 

Kugelfunction P gentigt, der Differentialquotient von P^ nach x 
gleich ^fii(w + l) wird. Würde man die Rechnung, welche uns die 
Differentialgleichung vierter Ordnung verschaffte, mit der Verein- 
fachung ausfuhren, welche dadurch entsteht, dass man i» = n setzt, 
so wtirde man daher diese specielle Gleichung, und zwar gleich- 
gültig welches von den drei Produkten 0'"P^, P"'^"*, 0'"^'" gleich 
Y gesetzt war, erhalten. Daher gentigt jedes der drei Produkte 
der obigen Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Eine Differentialgleichung für Z ergiebt sich unmittelbar aus 
den obigen Formeln. 

§ 2. Herr F. Neumann hat die Differentialgleichung 4. Ord- 
nung, und zugleich auch die der dritten durch Beihen integrirt, 
welche nach Kugelfunctionen fortschreiten. 

Zuerst handeln wir von dem Produkte der Kugelfunctionen 
erster Art P"\x)P^(x)] aus den bekanntesten Eigenschafken der 
Kugelfunctionen geht hervor, dass sich dies in der That durch 
eine Beihe 

(c)... P'\x)P^(x) = 2a^P^(x) 

darstellen lasse, wo p, wenn n^m ist, alle Werthe n—m, n--m+2, 
w — m + 4, etc., n-\-m durchläuft, also alle Werthe von n—m bis 
n + m, welche diesen Zahlen gleichartig sind. Die Coefficienten a 
der Entwickelung findet man durch ein ähnliches Verfahren wie 
bei der Integration durch Potenzreihen. Hier reducirt man durch 
(8) und (16), d. i. durch die Gleichungen 

(21- + l)a;P'' = (». + 1) P'+*- »P' -', P' = xr. 
Das Resultat des Herrn F. Neumann gebe ich in folgender Form: 
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Setzt mau 

1.3.5...(2q-l) _ . 

2.4.6...(2g) - ^^''>' 
m + n -{-p = 2a, 

wo a eine ganze Zahl wird, so findet man Op durch die Gleichung 
Hieraus folgt unter andern auch die Gleichung 

(e) . . . />(.)p-(.)i'(.)rf. = ^ jK-Ä^^M?rP) , 

wenn m^ n^ p ganze Zahlen sind, deren Summe m4-»+P eiiie gerade 
Zahl ist, und von denen jede kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen. 

Aus der Gleich, (e) würde sieh umgekehrt auch unmittelbar (d) 
und damit die Ent Wickelung des Herrn Neumann für das Produkt 
P"*P^ ergeben. Die Gleichung (c) findet sich bereits*) in Ferrer's 
Spherical Harmonics, London 1877, S. 156 ohne Beweis. Durch 
Becursion hat Herr Adams den Beweis derselben in den Procee- 
dings of the Royal Society Vol. XXVII (10. Januar bis 20. Juni) 
1878 geführt (S. 63-71). 

§ 3. Nach den Gleichungen (20, b und c) auf S. 141 des 
I. Bandes ist 

wo Z" eine ganze Function « — 1*®° Grades von x bezeichnet. Mul- 
tiplicirt man beide Seiten von (c) mit dem halben Logarithmus, so 
zerfallt die linke Seite, auf der wieder n^m angenommen wird, 
in P"'0" + P"'Z^ Auch das allgemeine Glied der rechten Seite zer- 
legt sich in die Summe zweier, ap(y-\-apZ'', so dass man erhält 

p p 

Die rechte Seite ist eine ganze Function von x, wird also un- 
endlich für a? = oo, wenn sie nicht eine Constante wird. Da n>m, 
80 wird aber die linke Seite O.fÜr x == oc, also ist die rechte Seite 
eine Constante und zwar 0. Wir haben daher die Entwickelnng 



*) Herrn Cayley verdanke ich diese Citate. 

24* 
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eines zweiten Produktes 

wenn die Summe sieh wie oben von p=fi— m bis n-f-m über 
alle gleichartigen Werthe erstreckt und die a die früheren, durch 
(i) gegebenen Constanten sind. 

§ 4. Die Integration der Differentialgleichung vierter Ordnung 

zeigt, dass das Produkt der Functionen zweiter Art O'^Q", abgesehen 
von einem constanten Faktor, mit der Entwickelung des Produktes 

P~P* übereinstimmt, wenn man m und n mit — m— 1 und — n — 1 
vertauscht und 0"*"^* für F"*^- setzt Die Entwickelung ist dann 
drittens, es mag n>m oder it < m sein 

wenn von p = m -f it -|- 1 bis in's Unendliche über alle gleichartigen 
p summirt wird. Die von Herrn Neumann gefundenen Werthe 
von b bringe ich in die Form 

W--- ""p 2a+l' (a-mXa-n)'tp(a-m)ip(a-n)' 
wo gesetzt ist 

jfi + ii+p+1 = 2a. 

§ 5. Es bleibt noch das Produkt P^(x)Q'^(x) zu behandeln, 

wenn n > m ist. In diesem vierten Falle multipliciren wir P^ P" 
wiederum mit der Hälfte von log(x-f 1) — log(x— 1), und erhalten 

sowohl P*(O'"+Z"0 als auch P^(0"+Z"). Diese Ausdrücke sind 
daher gleich und wir erhalten demnach 

Da Z eine ganze Function von x ist, nämlich die bei P' oder P^ 
abbrechende Reihe 

so ist auch die linke Seite der vorhergehenden Gleichung eine 
Function, die sieh in eine endliche Reihe von Kugelfunctionen 
erster Art entwickeln lässt Man erhält daher, wenn n>m ist, 
ftlr ein ungerades fi — m, indem man setzt n—m^l = 23, 

P'ix)0''(x) = P^(x)Q\T)-{-2:CrP\x), 
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und wenn n — m gerade ist und man n — m = 2« setzt, 

Herr Neumann hat auch die Coef&cienten c nnd e angegeben; 
man hat 

4y+l yj(d'-'v) V(^ + ^ + ^+l) 



Cv = 



e^ = 



(m + n-2vX^ + v+r) tp(m + d-v) tp(i + v+l) 

4y + 3 t//(fi — y — 1) tp(e + tn-\'V-\'t) 

(2« + 2y+l)(fi+m— y) * ^(fi + m— y) V/(fi + v) 



Zu S. 311-313, § 73. 

1) In dem § 73 findet man das Additionstheorem von Laplace, 
die Ent Wickelung der Function f^(cos^), wo gesetzt ist, 

eosy = co8Öcosö, + 8inÖ8inöjCos(t//, — ?//), 

nach Cosinus der ganzen Vielfachen von (t/;, — ?/;) und nach ganzen 
Potenzen von Sinus und Cosinus der Bogen und 0^. Eine solche 
Entwickelung findet man also auch ftlr die Function 

y a' — 2aa' cosy + a' 

während es für die Störungsrechnungen von besonderer Wichtigkeit 
ist, T, gerade umgekehrt, nach Cosinus und Sinus der ganzen Viel- 
fachen von und <?,, und zugleich nach Potenzen der Sinus und 
Cosinus von ^^ — ^ in schnell convergirende Reihen zu entwickeln, 
oder wie es im Folgenden geschieht, nach Potenzen von sin^Kt/Zj— t//) 
und Gos*i(^fß^ — tp). Solche Reihen für T hat Hansen im IV. Bande 
der Abhandlungen der Sachs. Ges. der Wissenschaften *) abgeleitet 
und durch zahlreiche hinzugefügte Tafeln fftr die Berechnung 
brauchbar gemacht In der neuesten Zeit hat Herr Tisserand 
dieselbe Aufgabe in den Comptes rendus de VAc des Sciences**) 
vom Jahre 1879 behandelt und zu einer Lösung von grösster Ele- 



^ Ekitwickelnng der negativen nnd ungeraden Potenzen der Qnadratwnnel 
der Function r'+ r" — 2rr' (cos UeoB ir+ sin Usin ü' cos J). 

**) Gelesen sind die Arbeiten in den Sitzungen vom 20. und 27. Januar, 
3. Februar, IG. Juni, 29. September und 6. October. In einer neuen Redaction 
werden sie in den Annales de l'Obseryatoire de Paris erscheinen. 
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ganz geführt. Die analytischen Ausdrücke, zu denen er gelangt, 

sind von einer ganz unerwarteten Einfachheit. 

Herr Tisserand sohliesst sich der Bezeichnung von LeVerrier 

an, in welcher der von uns mit cos;" bezeichnete Ausdruck, sein 

F, ist 

cosy = cos(/'— A)— 2j?*sin(l'— T')sin(A — t'), 

wo i; = sin^J die Neigung zweier Planetenbahnen ausdrückt. Um 

dies mit unserer Bezeichnung in Einklang zu bringen, hat man 

zu setzen 

i-T' = ö, |'-T' = e,, J7 = sinK^,-V/). 

Macht man 

cos'iCt//, - V') = i", siii'iCV', — V') = y> 2Ö = y — a?, 2ö, = y + a?, 

so dass jM-f y = 1 ist, so geht cosy über in 

cos;' = ^cosay + ycosy, 

und die Aufgabe besteht darin, T nach Cosinus der ganzen Viel- 
fachen von X und y, nach ganzen Potenzen von ^ und v zu ent- 
wickeln. 

2) Zu ihrer Lösung entwickelt Herr Tisserand T nach Cosinus 
der ganzen Vielfachen von y in die Reihe 

4(0) ^24(»)co8y + 24(2) cos 2y+ ^tc, 
wo die A Constante nach y sind und auf ganz bekannte Art von 
a und a' abhängen. Das Verfahren des Herrn Tisserand bleibt 
noch fast ohne Abänderung anwendbar, wenn man statt T eine 
beliebige Potenz von T nach Cosinus der Vielfachen von x und y 
und Potenzen von fi und v entwickeln soll. Man findet nämlich 
bei Gauss in Nr. 6 der Disquis. gen. circa ser. inf. die Ent Wicke- 
lung von 

(a*-2aa'cosy-fa'0"^ 

in eine nach Cosinus der Vielfachen von cos y fortschreitende Reihe, 
und verschiedene einfache Formen für den Ausdruck A^\ der als 
Faktor von 2aoßsy resp. von cos oy auftritt. M. findet diese Ent- 
Wickelung I, § 69. 

Die Aufgabe der Nr. 1 ist nunmehr darauf zurückgeführt, es 
solle Go&ny für jede ganze Zahl n in eine Reihe, die nach Cosinus 
der Vielfachen von x und y, nach Potenzen von fi und v fort- 
schreitet, entwickelt werden. 

Man erkennt ans den ersten Abhandlungen des Herrn Tisse- 
rand, mit welchen Schwierigkeiten man zu kämpfen hat, wenn 
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man diese Aufgabe direct angreift. Die Laplace*sche Entwiekelung 
von P"(eo8y), der Kugelfunction zweiter Ordnung, fordert zu der 
Entwiekelung nicht von cosn^, sondern der Kugelfunction dritter 
Ordnung (I. 452), nämlich von 

1 sin(yi-t-l )y 
fit siny 

auf. Existirt doch flir solche bereits ein Additionstheorem, welches 
dem von La place für die zweite Ordnung gefundenen entspricht, 
nämlich (I. 457, (80, a)) 

sin(n+l)y ^ J (2y +1)71(11 ~») ^^ 
siny ,,=0 /7(fi + y-fl) 

^,/8in(fi + l)gN ^,/ 8in(ii+l)g^ \ 

^ sinö / \ sinö' ^ , . /> . ai\ynyf /. .\\ 

7~^ ~^^ 7:i—^- (smösinö') P (cos(i^,-i/;)). 

(ocosö) (dcosö') 

Da man hat 

8in(ii+l)y sin(n — l)y ^ 
1- — -^/ ^ £i_ == 2cosity, 

smy Biny ' 

so erhält man die gesuchte Entwiekelung von cosny sofort durch 
Subtraction zweier Glieder, wenn man eine solche für ein jedes 
voh den beiden Gliedern der linken Seite besitzt. 
Wir suchen daher eine Entwiekelung 

. --— = ßüo + 2^Ä,o cos iaj + 23 Äo; cos jy + 4:^Ä/; Costa: cos jy 

auf, wo die R ganze Potenzen von fi und v enthalten und die erste 
Summation sich von t = 1 , die zweite von j = 1 bis n erstreckt, 
die letzte Summe eine Doppelsumme ist von t = 1 , j = 1 bis 
t + j = n. Es sind aber nur solche Werthe für • und j in jedem 
Gliede zu nehmen, welche bewirken, dass t-f-j mit n zugleich 
gerade oder zugleich ungerade wird. 

Es ist das Verdienst des Herrn Tisserand, die schönen 
analytischen Ausdrücke für die R entdeckt zu haben. Er findet 
nämlich 

^K-^—' -^ — »^-^1» oj. 
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Für grosse Werthe von n findet Herr Tisserand mit Hülfe 
einer Arbeit von Herrn Darboux im Journal de Math., 3. sörie, t. IV 
(Sur Tapproximation des fonctions de trös grands nombres) 

""^ = n.sin(^.-V^) ^^+(-^y»^^^- + ^>^^'-"V^)J' 



Zu 8. 381, § 99. 

Im § 99 zeigte sich, dass die Wurzeln der Gleichung 

reell, ungleich, kleiner als c und weder noch & sind. In einer 
Abhandlung, welche im XVIU. Bande der Annalen erscheinen wird, 
zeigt Herr F. Klein, mit Hülfe einer auch abgesehen von dem 
vorliegenden Zwecke interessanten geometrischen Betrachtung, wie 
jene Wurzeln X sich auf die beiden Intervalle von bis b und von 
b bis c vertheilen. 

Die Functionen E zerfallen für jeden Index n in vier Klassen, 
die zusammen 2ii-f I Individuen enthalten (S. 376). Jede Function 
E ist, abgesehen von einem etwa vorkommenden Faktor l, |^A'— 6' 
oder yV— c', eine ganze Function von V und zwar vom Grade t, 
wenn die Klasse t-|-1 Individuen besitzt. Bezeichnet man durch 
8 eine beliebige unter den r-fl Zahlen von bis t, so zeigt 
Herr Klein, dass immer eine und nur eine Function £ der Klasse 
existirt, welche s mal von k = bis X = 6 und t—s mal von il = 6 
bis X = c verschwindet, so dass also das Individuum durch die 
Vertheilung der NuUwerthe auf die Intervalle bis b und b bis c 
voUst&ndig bestimmt wird. 

Herr Klein findet das entsprechende Resultat auch für die 
im dritten Theile von § 121 an auftretenden allgemeineren Lama'- 
sehen Functionen p^^ Ordnung; im § 99 warp = 2 zu setzen. Jede 
Klasse besitzt, wie bekannt, von denjenigen E, bei denen die ent- 
sprechende ganze Function nach X^ den Grad t hat, genau 

(T+lXr-t-2)...(T + P~l) 
1.2...(p-l) 

Individuen. Dieselbe Zahl zeigt aber an, auf wie viel verschiedene 
Arten t Punkte über p Intervalle vertheilt werden können. Herr 
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Klein zeigt, dass jede von den möglichen Vertheilungen der Wurzeln 
über die Intervalle, die im Handbuch ]/^ bis VOj, Vo^ bis \^a^^ 
schliesslich j/op-i bis Vop heissen, auch wirklich vorkommt. 



Zu S. 437. 

Auf dieser Seite wurde der Mittelwerthsatz von Herrn du Bois- 
Beymond angewandt, während ich ihn in einer Note unter dem 
Texte angab. Statt der Forderung, dass die eine Function „weder 
vom Zunehmen zum Abnehmen, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen übergeht^, ist durch ein Versehen gefordert worden, dass 
sie „weder ihr Zeichen ändert, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen übergehf". Wegen der Bedeutung des Satzes berichtige 
ich das Versehen an dieser Stelle. 



Zu S. 463, § 129. 

Die Untersuchungen über die Lam6'schen Functionen mit einer 
beliebigen Anzahl von Veränderlichen habe ich, ausser den hier 
erwähnten Abhandlungen, vorzugsweise meinen eigenen älteren, vor 
etwa 20 Jahren erschienenen Arbeiten entnommen. Ich bedauere, 
dass mir bei ihrer Abfassung Green's memoir „On the Attraction of 
Ellipsoids"", erschienen in den Cambridge Philosophicäl Transactions, 
1835*), noch nicht bekannt war. Dort sind diese Functionen be- 
handelt, ohne dass statt der rechtwinkligen andere Coordinaten ein- 
geführt werden. 

Erst nach der Vollendung des ersten Bandes habe ich die Arbeit 
des Herrn Cayley in den Philosophicäl Transactions of the Royal 
Society, vol. 165, 1875 kennen lernen „A Memoir on Prepotentials", 
in welcher er die Untersuchungen von Green fortführt und er- 
weitert. 

In derselben finden sich selbstverständlich manche Berührungs- 
punkte mit den Entwickelungen an dieser Stelle des Handbuchs. 
In diesem Nachtrage muss ich mich damit begnügen, auf die inter- 
essante Arbeit verwiesen zu haben. 



^) Man findet dasselbe in den Mathematical Papers of the late George 
Green, London, 1871. 
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Seite 19 Zeile 3 v. u. statt 1 1. m. x, 

20 ,, 5 V. 0. „ 2n — 1 im Nenner 1. m. 2n. 

26 „10 V. u. im letzten Integrale statt dtp I. m. dq>. 

„ „ 4 V. u. statt, <C 1 1. m. •< a. 

37 „ 11 V, 0. „ n 1. m. — 11 — 1 im Exponenten von a. 

40 „10 V. 0. M von p und q I. m. von b und q, 

41 „ 5 V. u. „ imaginären 1. ro. reellen. 

42 „ 2 V. 0. „ cosecos^t und statt C 1. m. cos^cos^t und — C. 

48 „ 14 V. 0. im zweiten Gliede statt 2(v-f *• "• 2(y-|-l)x. 

49 „ 1 V. 0. statt — (w+1) und statt — 2ar/*" 1. ra. — fi(«-f 1) 

dP* 
und —2a?—; — • 
dx 

60 „ 17 V. o. statt <n 1. m. <Ä. 

68 „ 9 V. u. .. X und 2»-^i 1. ra. JT und 22"+l. 

73 ,, 15 V, 0. „ fi + y — 2 im Nenner 1. m. n-\-v — 3. 

76 „ 7 V. 0. in 1.3.5.(2n — 1) fehlen nach 5 mehrere Punkte. 

87 Gleichung (15) streiche man — , vertausche m. Zeile 5 v. o. v mit m, 

7t 

Zeile 7 und 4 v. u. o; mit und v mit m. 

98 Zeile 17 v. o. statt logxr 1. m. qlogo;^ und Zeile 10 v. u. statt 

^(«> ßy yy 9> ä) *• ">• ^(a* ß> r, ä). 

99 Zeile 12 und 13 v. o. statt () setze man dreimal []. 

141 Gleichung (21) in der unteren Grenze statt =1 I. m. —1. 
147 „ (22) statt 2it im Nenner 1. m. n. 

149 Zeile 9 v. o. statt (1— rr')d*y 1. m. (1 — x^M^y und sUU m* 
1. m. y*. 

152 Zeile 10 v. u. statt ciÄ^») I. m. xdsC"). 

153 „ 8 v. 0. und Gleich. (23) statt JäC^h-O und dz^""^ 1. m. a?dÄ("-^») 
und xdi*". 

155 Zeile 2 v. o. statt (1 — a?*)* 1. m. (1 — a?')""-* und Z. 6 v. o. statt 
oc 1. m. X. 

156 Zeile 13 v. u. stall a? = 1. m. a: = 1. 
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Seile 157 Zeile 4 v. u. statt (a + nXß + n) 1- m. (ce + vXß + v)- 
158 ,. 17 V. 0. ., x^"^ 1. m. x^~^. 



i> 



159 „ 8 V. 0. ,. y^r'+l 1. m. ^x^-^i, 

161 ,, 10 V. u. ,, colg-^0 1. m. cotgd. 

170 „ 4 V. 0. „ sin tu und Zeile 14 v. u. statt cosi/; 1. m. cos tu 

und sini^Q. 

184 Zeile 5 und 6 v. o. statt a 1. m. a'. 

•'^ 1 

197 Gleichung (e) ist — zu streichen, Gleichung (11) statt v zu setzen n, 

198 Zeile 12 v. o. statt 0**(a;) I. m. Q'^iy). 

201 Gleichung (32. c) statt 2'""^ 1. m. 2". 
207 Zeile 12 v. o. statt cosa^ 1. m. cos'qp. 

215 fehlt auf der rechten Seite von (35,^) der Faktor (^x^-^iy, 

216 Gleichung (a) statt sind 1. m. sin^d. 

217 Zeile 8 v. o. statt v — w-fl l. m. v — n — 1. 

220 „ 9 V. 0. erhält das zweite Glied rechts das Zeichen — • 
224 M 7 und 12 v. o. statt des Exponenten n-\-v 1. m. n — v, 
226 Gleichung (c) verbinde man die zwei Glieder in der Parenthese mit 

— statt mit -{-• 

229 in Gleichung (a) statt Tln 1. m. TIv und in (6) statt £)* 1. m. Ql^, 

Zeile 2 v. u. statt x — y l. m. y — x. 
235 Zeile 14 und 17 v. o. statt sintv 1. m. sintu^ und in (41, b) füge 

man rechts den Faktor n hinzu. 
237 Zeile 8 v. u. statt Ky(d±0.i) l. m. Kn(±0 + O.t), 
240 „ 3 V. 0. in Gleichung (44, c) und (44, d) statt j 1. m. nj; 

Zeile 10 und 17 v. o. statt n 1. m. v, 
"IAA Zeile 16 v. u. statt — 3 Jg 1. m. -f-3Jg. 

247 „ 10 v. u. im ersten Integrale für /^^(Ö) statt cosö 1. m. cosöx. 
2i8 „ 6 v. 0. statt x 1. m. z; Zeile 8 v. u. unter dem Integrale 

statt des Exponenten vi. m. v — ^; im Nenner von Gleichung (45, 6) 

statt ^2n6 1. m. y^nO. 

/i /»« 

1. m. / 



259 „ 15 V. 0. ist die linke Seite zu verdoppeln. 
261 ,, 14 V. 0. 1. m. Z, = l^l^ — jMj. 

276 Gleichung (A) statt x 1. m. y. 

280 letzte Zeile des 5. Kapitels statt i 1. m. v. 

281 Zeile 3 v. o. statt t — y— 2ti. m. 1 — y — 2«. 

299 „ 1 und 5 in 2v-f-l und v — ^ 1. m. n statt v. 

300 „ 2 ist der Exponent von a^-\-b^ nicht — n—v — 1 sondern 

— n — v; Zeile 4 der von a+fe nicht 2« — 2v sondern — 2ii — 2v. 

317 Zeile 12 und 13 v. u. fehlt vor '^x]—i der Faktor a. 

318 „ 2 V. 0. setze man (—1)*' vor P^. 

328 ,, 13 fehlt vor der Parenthese ^; Zeile 9 v. u. statt p 1. m. /i. 

y 

339 ,. 5 V. u. statt +i 1. m. +2i. 



380 Uruckfublcr im I. Baude. 

Seite 356 Zeile 8 v. u. stall \ —j — l.cosj^ I. m. V— 3- — l.eos^. 
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384 „18 v.o. ,. E0i)=r01.in. [j/ji?Il6>|V-c^-^E(^)=:0. 

418 in Gleichuug (69, &) slalt c^g I. m. c^i. 

420 Zeile 4 statt c^« !• <>)• <^xO tiod vertausche Zeile 18 v. u. in beiden 

Gleichungen x^ und x^ mit y^ und y^. 
435 Zeile 1 v. o. sind die Grenzen des Integrals und n, nicht — - 1 u. 1 . 
437 „ 19 V. 0. sUlt (—1)* 1. m. (— l)»+i, und Zeile 2 v. u. statt 

ihr Zeichen ändert 1. m. vom Zunehmen zum Abnehmen. 

443 leUte Zeile statt / 1. m. / . 

9 

444 Zeile 7 v. 0. statt sin ^^"^^ l m. ^'°^^^"" J()_. 

ß-y ß-y 

447 „ 4 V. 0. „ und Xp 1. m. ^ und Xp^i. 

448 „ 9 V. u. „ n^x 1. m. n^x — a*. 

452 in (/?) slatt des Nenners vn(n + v — i) 1. m. w/I(.n-f- v — l). 

455 Zeile 12 v. 0. statt i^(») 1. m. P^(»); Zeile 8 v. u. sUtt /^"*'*(p-Hl, x) 

1. m. K-^\p,x). 
481 Zeile 9 v. u. statt w^ 1. m. ff?,. 
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